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本 书 是 英国 剑桥 大 学 的 教材 。 它 用 较 少 的 篇 幅 介绍 了 图 
论 的 大 部 分 主要 论题 ， 并 且 对 图 论 的 一 些 重要 应 用 作 了 生动 
的 描述 。 这 是 一 本 比较 好 的 入 门 书 ， 它 可 以 作为 我 国 大 学 数 
学 、 计 算 机 科学 等 专业 的 教材 或 教学 参考 书 ， 也 是 自学 者 的 
良好 读物 。 

本 书 各 章 之 后 都 附 有 大 量 的 习题 ， 并 被 分 成 基本 的 、 一 
般 的 和 较 难 的 三 类 〈 较 难 的 习题 都 附 有 详细 的 提示 》 ， 以 便 
于 读者 根据 自己 的 需要 完成 习题 的 一 部 分 或 全 部 。 各 章 最 后 
还 附 有 文献 注释 ， 嚼 然 不 十 分 详尽 ， 却 能 使 读者 熟悉 图 论 的 
一 些 主要 问题 的 来 龙 去 脉 。 - 

本 书 著者 还 有 另 一 本 有 名 的 专著 “Extremal Graph 
Theory? , Acadomic Press，1978。 它 虽然 先 于 本 书 出 
县 ， 但 对 与 极 图 有 关 的 若干 问题 阐述 得 更 为 深刻 ， 因 此 可 腹 
作 本 书 的 续篇 。 
PREY REAREN EARNE 
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本 书 是 写 给 对 图 论 感 兴趣 、 并 希望 图 论 成 为 他 们 数学 课 
程 一 部 分 的 年 轻 学 生 们 的 。 剑 括 大 学 的 经 验 农 明 ， 目 前 流行 
的 课本 都 不 能 满足 这 种 需要 。 有 的 课本 对 这 些 读者 来 说 是 关 
专门 化 了 ，、 有 的 则 缺乏 揭示 该 学 科 本 质 所 必须 的 深度 和 广 
度 。 

我 们 的 出 发 点 在 于 ， 图 论 是 很 为 学 生 瞩 目的 郊 门 课程 之 
一 ， 而 且 ， 它 应 有 助手 提高 学 生 对 整个 数学 领域 的 鉴赏 力 。 
因此 ， 本 书 不 仅 讲 述 了 基本 结果 ， 也 包含 一 些 评述 性 章节 ， 
并 把 所 论述 的 课题 讲 得 妙趣 横生 ， 以 求 唤起 学 生 的 兴趣 。 那 
些 对 于 理论 的 展开 至 关 重 要 的 定理 均 得 到 清楚 的 阐述 ， 并 有 
完整 和 详细 的 诱 明 ， 从 而 本 书 为 图 论 提供 了 一 个 周详 的 导 
引 ， 它 足以 成 为 该 学 科大 部 分 论题 的 坚实 基础 。 ^ 

每 章 包 信 三 奎 四 节 ， 并 附 有 练习 题 和 文献 评注 。 带 *-” 
号 的 是 基本 练习 题 ， 带 “+” 号 的 是 较 难 的 练习 题 ， 一 般 附 
有 详细 的 提示 。 在 开头 几 节 中 ， 因 为 读者 刚 入 门 ， 记 以 尽管 
内 容 简单 ， 证 明 也 很 容易 ， 却 叙述 得 很 详细 。 后 面 的 章节 是 
为 对 图 论 已 产生 兴趣 的 读者 写 的 ， 员 然 所 涉及 的 定理 比较 深 
刻 ， 证 明 也 不 简单 ， 却 叙述 得 很 简要 。 读 者 在 这 本 书 中 到 处 
都 含 发 现 图 论 与 数学 的 各 分 支 的 联系 ， 这 些 分 支 包 括 最 优化 
Hie, RERE, e, HEJL, ARE ARE, 
析 、 组 绪 更 论 和 环 论 。 尽 管 这 些 联系 的 大 多 数 对 理解 本 书 内 
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容 并 不 是 绝对 必要 的 ， 但 读者 适当 熟悉 这 些 知识 也 是 大 有 益 
处 的 。 有 有 关 文 献 的 注释 不 太 完 整 ， 仅 望 能 引导 读者 去 了 解 有 
关 的 资料 而 已 。 


B. 布 鲁 巴 斯 
1979、4， 于 剑桥 大 学 
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不 书 的 日 的 是 使 TEREKEME. 7 
ARD E (LER ACHURU JE 3, DT BRHEDHUR E, RING 
尽快 地 证 明 一 些 简单 的 结果 。 在 浏览 本 书 的 其 侈 部 分 之 前 ， 
读者 不 要 期 望 能 完全 掌握 木 六 的 内 容 。 事 实 上 ， 因 为 大 部 分 
术语 一 置 就 慌 ， 读 者 在 阅读 时 完全 可 以 先 胱 过 太 章 的 一 部 分 
内 容 。 我 们 在 此 由 带 说 明 一 蕊 ， 虽 然 图 论 的 术语 远 坟 标准 
化 ， 但 是 本 书 所 使 用 的 术 请 都 十 通用 的 。 


$1 Æ X. 


一 个 图 G 是 两 个 不 各 交 的 集 记 纪 成 的 有 序 对 《7 ,EE)， 
其 中 吾 是 天 的 元 素 的 无 序 对 之 集 的 一 个 子 集 。 如 果 不 是 另 
有 说 明 ， 我 们 考 央 的 只 是 有 限 图 ， 邑 开 和 已 总 是 有 也 的 。 
集 矿 是 预 点 集 ， 而 已 是 边 集 ， 如 果 G 是 一 个 图 ， W= 
VOEG BERR,- W E =E GUR 我 们 说 边 
x, REMA UR y. JRE xy, XXE, xy lys 代表 
同一 边 ， 顶 点 * 和 是 这 条 边 的 端点 。 如 果 x*yEECG), Wi 
* 和 是 人 的 邻接 的 或 相 邻 的 顶点 ， 而 顶点 x 和 是 同 边 
xy 相关 联 的 。 如 果 两 条 过 丛 有 一 个 公共 端点 ， 就 说 它们 是 
邻接 的 。 

正 像 从 术语 字面 上 所 能 看 出 那样 ， 通 常 ， 我 们 未 把 一 个 
图 看 作 一 个 有 序 对 ， 而 把 它 看 成 是 一 些 看 点 的 总 体 ， 而 其 中 

le* 


有 的 顶点 之 疗 由 边 联结 。 于 是 ， 拒 一 个 图 的 图 形 丁 出 来 就 是 
很 容易 了 ,事实 上 ， 把 一 个 图 历 出 来 有 时 是 拭 述 它 的 最 容易 
1 的 方法 ; 网 G= (1, 2, 8, 4, 
5, 6}, (12, 14, 16, 25, 34, 
2 6 36. 45, 56D 在 用 区 I. 1 表示 
后 便 一 目 了 然 了 。 
ARVCE, E'CE, 我 们 
dH G'-q ED JEG-QO.,E) 
4 的 一 个 子 图 ， 并 记 作 GCG 1a 
图 1 .1. 一 个 图 。 果 G' 包 含 G 的 联结 让 两 个 顶 
点 的 所 有 边 ， 则 说 G' EAV SHER ERATE, wi 
GCV. WA G'«GCV (602, Wii G' j& G f S Hp f die 
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图 1 .2。 图 I 1 REPRE EGRE EU A. 
这 些 概念 用 图 T. 2 来 说 明 。 
我 们 党 用 删除 或 添加 一 些 顶 点 或 边 的 办 法 来 构造 一 些 新 
图 。 如 果 历 CY(G), MG-W-GCVNWO3b XE GR RE RS 
W 中 的 顶点 和 与 它们 关联 的 所 有 边 而 得 到 的 子 图 。 同样 ， 
。2 。 


WR ECE), MG-E'-(G(Q5, EQQ)NE), nx 
W - (ws E'z(xy, WiigG-w&8G-xy. E, 
如 果 * y JE C 中 不 邻接 的 顶点 ， 则 G+xy 是 在 G 中 联结 
x 和 ?所 得 到 的 图 ， 

dum xJEEDC 的 一 个 顶点 ， 道 常 ， 我 们 把 xEF(G) 简 
记 作 xEG。G 的 阶 是 其 项 点 的 数目 ， 记 作 G 。 我 们 也 用 
同样 的 记号 来 表示 一 个 集 的 元 素 的 数 日 (基数 ) DX Lez 
fe X 的 元 素 的 数目 。 于 是 ，1G| = [IF(G)|。G 的 级 是 其 过 
的 数 自 , 记 作 e(G)。 我 们 把 任意 一 个 # 阶 图 记 作 G” 同 
样 ，GCn，m) 表 示 任 意 一 个 # 阶 和 mm 级 的 图 。 
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图 I 。3， 级 为 3 而 阶 至 多 为 4 的 图 。 


如 果 在 两 个 图 之 间 存 在 一 个 保持 邻 赚 性 的 1 一 1 对 应 ， 
则 这 两 个 图 是 同 构 的 ， 即 如 果 存 在 这 样 的 双 射 函数 8 V> 
V, zy€E 当 且 仅 当 BHx)$(y)EE', 则 G=(V，E) 同 鬼 
于 G'= (JV，E!')。 显 然 ， 间 构 的 图 有 闻 样 的 阶 和 级 。 除 了 
要 考虑 顶点 集中 各 项 点 可 以 区 别 或 带 有 标号 的 图 的 情形 《 例 
如 一 个 给 定 的 图 的 一 些 子 图 ) ， 通 常 ， 在 同 构图 之 间 不 加 以 
区 别 。 依 据 这 一 约定 ， 如 果 G 和 H 是 间 构 图 ， 划 可 以 记 作 
= 及， 或 简 记 作 G = 五 。 在 图 工 .3 中 我 们 重出 了 级 为 3 而 
叭 至 多 为 4 的 所 有 子 图 〈 在 同 构 的 范围 内 ) 。 

n 阶 图 的 级 至 少 为 0， 而 至 多 是 (3)。 显 然 ， 对 每 个 m, 
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oxm«COD, BER Gin, m). n 阶 (全 级 的 图 称 为 完全 n— 
E, B K^ Sa BILE JEn 阶 无 边 的 网 。 在 天 "中 每 两 
个 顶点 都 大 邻接 的 ， 而 在 E* 中 ,任何 两 个 顶点 都 是 不 邻接 
A KK =E! 称 为 平凡 图 。 

HIDA CG ABE BUG US Jio TE DOO, x np m 
是 d(x) =17Cx)1。 如 果 我 们 要 强调 这 是 在 图 G 中 考虑 的 ， 
则 记 作 荆 etx) 和 和 doc(x)。 尖 似 的 约定 也 适用 于 依赖 一 个 图 的 
ACER. XU. HURXCH GOV, W 

Tr) = {y E Hixy € EGT)) = re NNW, 

Fi G i6 6 US IERI D OF AG), EIC Bi T LG). 
0 上 度 的 顶点 称 为 现 空 顶点 。 如 采 (D ACG) =k， 即 GG 的 
每 个 顶点 的 度 皆 为 B, WG 是 R 一 正则 的 或 & 度 正则 的 。 
如 果 对 某 个 数 &， 一 个 图 是 & 一 正则 的 ， 称 它 为 正则 图，3 一 
正则 图 称 为 三 次 的 。 

WRG) ={xX1, X2, n, x), WOlOGuD EG 的 
度 序 列 。 通 常 ， 我 们 把 顶点 按 一 定 次 序 排列 ， 使 相应 的 度 序 
列 是 单调 递增 的 或 单调 递减 的 ， 俩 如 6(G) = d(x1) «do 
eden) = LA(G)。 因 为 每 条 边 有 两 个 端点 ， 各 顶点 的 
度 之 和 恰 为 边 数 的 二 倍 : 


dx)=2e(G)。 Q 
特别 是 ， 各 顶点 的 度 之 和 是 偶数， 


Gu s 0(0d2). (2) 


P 
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式 (2) 有 时 称 为 握手 引 理 ， 内 为 它 表 示 ; 在 任何 一 次 集会 
中 ， 担 过 的 手 的 总 数 是 偶数 。 同 样 , 式 (2? 才 示 度 为 奇数 的 顶 
点 的 数目 是 偶数 。 从 式 (1) RATUA MAGOS 2e(G)/ 
n 和 KG) 六 [2e(G)A T, WAL x JERE ATF HRK 
Xe db x 1= -L -xI 

一 条 路 是 形 如 ， 
FIP) z(xo, X10 X} ECP) = (3o31,X1X2,77, Xii) 
的 一 个 图 卫 。 这 条 路 也 通常 记 作 卫 =xox,…%i， 顶 点 Xo 和 
x 是 呈 的 端 硕 点 ,而 1=el 了 ) 是 号 的 长 ， 我 们 说 呈 是 从 %*o 
EET TT EIS MEE EIU EA ETE pa 
xi 一 xe Mo Aih, RERA P iA o 到 %/ 的 路 ， 称 xo 
是 卫 的 始 顶 点 ,而 x; 是 也 的 鲜 顶 点 。 以 x 为 妨 顶 点 的 路 称 
为 * 一 路 。 

独立 性 这 个 词 将 对 图 的 顶点 、 边 和 路 使 用 ， 如 果 在 顶点 
OD 的 一 个 集中 ， 没 有 两 个 顶点 GD 是 邻接 的 ， 则 说 该 
TA GD 集 是 独立 的 ! 如 果 在 路 的 一 个 集中 的 任何 两 条 
路 ， 只 有 它们 的 端 贰 点 地 可 能 是 其 公共 顶点 ， 则 说 路 的 这 个 
REME XR Pi, Pa, e, Pa 是 独立 的 x 一 y 路 当 
且 仅 当 太 (已 DPCPD = (v, y), ij, m WVG) 
是 顶点 的 一 个 独立 集 当 且 仅 当 GOUER. 

我 们 考虑 的 大 多 数 的 路 都 是 一 个 给 定 图 的 子 图 。C 中 的 
一 条 通道 WV 是 其 顶点 和 边 的 一 个 变 奉 序列 ，xe，ci，xiy 
di, s Qip Xt, 此 处 ai=w Xi, DEI, ME H 
RE, ii W^ 是 xo 一 x 通道 ， 并 记 作 xoxri sr WOW) 
Ai 如 果 通 道 玉 的 所 有 边 都 是 不 问 的 , 则 说 太 是 一 条 速 。 
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注意 ， 路 是 基 有 二 不 个 同 的 项 点 的 一 条 通道 。 端 顶点 重合 的 
E AD RAAR. W = *ox1…xi 是 这 样 的 ， 123, 
Xo, 而且 顶 点 Xi(0<i< 站 ) 互 不 相同 ， 又 与 xo 不 同 ， 则 
BW 是 一 个 圈 。 为 了 简便 起 见 ， 这 个 圈 记 作 xixs…xie E 
章 ， 这 个 记号 与 路 的 记 导 的 不 同 之 处 在 于 xix: 也 是 这 个 辕 
RJR, E, XXa, xXQXQ0478X4, XX3 XX EN 
xix ies 都 表示 四 一 个 图 。 

记号 P 表示 年 意 的 一 条 长 为 ! 的 路 ， 而 C 玫 示 长 为 了 
i. WW C3 为 二 角形 ，C+ 为 四 边 形 ，C5 为 五 边 形 ， 
等 等 〈 见 网 [ .4》。 如 果 一 个 图 的 长 为 偶数 奇数 ) ， 则 称 
VEU BI ORO INI. 


A cgo 
BIGQEKC, EG, PA CS 和 Ci 。 
给 定 两 个 顶点 x 和 y, EKEN do, y) 是 所 有 x 一 
2 路 的 长 的 最 小 值 。 如果 不 存在 x 一 y K, 则 规定 d(x,y) = 


eo. 


如 果 对 于 一 个 图 的 每 一 对 不 同 的 顶点 {x,y}， 都 存在 从 
x 到 > 的 路 ， 则 称 该 图 是 连通 的 。 注 意 ， 阶 至 少 为 2 的 连 
通 图 不 可 能 包含 预 立项 点 。 一 个 图 的 极 大 连通 子 图 称 为 其 分 
支 。 如 果 噜 除 几 的 一 个 顶点 ， 使 图 芍 分 支 数 增加 ， 则 称 该 项 
点 为 割 点 。 如 里 期 除 一 条 沁 僻 图 的 分 支 数 增加 ， 则 称 该 边 为 
桥 。 于 是 ， 如 果 删 除 连通 图 的 一 条 边 ， 使 此 泣 变 成 不 连通 
。 6 。 


的 ， 则 该 边 是 桥 。 没 有 任何 辕 的 图 称 为 森林 或 无 圈 图 一 个 
连通 的 森林 称 为 一 
棵 树 《〈 见 图 工 .5)。 


如 有 果 我 们 注意 到 条 | Y 
林 是 不 相交 的 树 的 . 

并 ， 即 森林 为 其 各 

个 分 文 都 是 树 的 EI. S ae 

图 ， 那 么 树 与 春 林 的 关系 就 很 自然 了 。 


MEVO UF, Vina =$， 而 每 条 边 都 联结 
V, 的 一 个 顶点 入; 的 一 个 顶点 , 则 称 6G 为 具有 顶点 类 及 
和 入 ,的 二 部 图 。 同样， 如果 VCG) SVIUFSU- UY 
VNV sg, 1Si<j<r, MURA AURAR AH RU BE 
TRA. IER C KRADA, Va, o, VL r— 8B. 
图 工 .1 和 图 1 .5 BÉSERÉRRÉC EE). in Kn, e. n) 
直 示 完全 + 一 部 图 ! 在 第 ; 类 中 有 ni 个 顶点 ， 而 且 包 含 所 有 
联结 不 同类 的 两 个 顶点 的 边 。 为 了 简便 起 见 , 我 们 常 把 
KG, DRE Kot, Wig Kg, Duk KD. 

li GUH-QQOG)UVCGOD, E(GOUEGD), B 
把 & 个 不 相交 的 G 的 并 记 作 kG. RIEG UH PRI G 和 
H 之 间 的 拟 有 边 ， 就 得 到 联 G+ 太 。 于是, K*'3=E*+ 
E?, MKO - E c Et b € Et, 

还 有 一 些 与 图 有 关 的 概念 。 超 图 是 一 个 有 序 对 (7, ED, 
RABRVOE-ó, HEJÉ pQOOR A P588, HB oV. 
KHER, Mā 的 记 有 子 集 所 成 的 集 。 事 实 上 , ded [ec BI 
某 些 二 部 图 之 间 存 在 一 种 简单 的 1 一 1 对 应 ， 的 确 ， 给 定 一 
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ARIE), OI ARNE UAV A 5a. 
使 xEy M sEE ZNT Ess 

max, AKURAR, MRHAR 
Or, URBAE, MIREA DN WA T A 
《这 。 首 重 图 由 允许 下边 和 至 站 环 ， 行 环 是 一 种 特殊 前 
3s 

如 果 边 者 是 顶点 的 有 说 对 ， 则 得 到 有 向 图 和 有 向 重 国 的 
Me HENO, DAHA b (riri, RAFAT 
上 的 有 向 边 ， 记 作品 或 简 记 作 ob, NAELS, 
加 以 必 要 的 修改 ， 就 可 以 后 到 重 图 、 有 向 赂 和 有 向 重 图 中 ， 
这 样 ， 在 有 向 重 图 中 的 〈 有 有 向》 迹 症 顶点 和 边 的 一 个 交规 序 
S]: Xo,€,,Xi,€2, 7, 0S Xi. IEP ei WRF Xii 终于 xi 
1EisU,. 

USELESS XD, MA ab MYI abs, bs 
所 得 到 的 有 向 图 ， 这 样 ， 在 定向 多 中 友和 党 最 多 只 能 出 现 


一 个 。 


$2 路 ， 图 和 树 


和 用 已 定义 的 各 种 被 念 ， 现 在 我 们 可 以 着 手 证 明 关 于 图 
朵 。 这 此 结业 均 很 简单 ， 我 们 介绍 它们 的 主要 目前 
省 悉 颖 念 。 为 了 与 其它 各 剖 保 持 一 致 ， 我 们 也 称 这 些 
型 


jenem er TG 


定理 1, 令 * 是 图 G 的 一 个 顶点 ， 扩 为 包含 < 的 分 支 
的 顶点 集 ， 则 下 列 结论 成 立 。 

iW -(y€G:G 包 售 x 一 y 路 }。 

iLW ={y €G:G 包含 x 一 y 迹 }。 

iii, W ={yEG:d(x, y) oo). 

iv. XT uvCV =G), XE uRo 当 且 仅 当 wv C EG), 
HA REV PRBE RKENEN X, 则 所 是 < 的 等 
价 类 。 n 

这 个 简单 结果 蕴含 这 样 的 意思 ， 每 个 图 是 其 各 分 支 的 项 
点 不 重 的 并 同样 地 ， 每 个 顶点 包含 在 唯一 一 个 分 支 中 》， 
而 一 条 边 是 桥 当 且 仅 当 它 不 包含 在 图 中 。 

定理 2, 一 个 图 是 二 部 图 当 且 仅 当 它 不 包含 奇 图 。 

XH. BURCORGUE Wu 3 Vi 入 ,的 二 部 图 。 邻 
Xix22"% 是 中 的 一 个 图 ,可 以 假设 x*1 EV I， 网 ENa 
38€ Vi, 8 x CV HERY i 是 奇数 。 因 为 YE， 
故 1 是 偶数 。 

现在 假设 G 不 包含 奇 圈 。 内 为 一 个 图 是 二 部 图 当 且 仅 
当 它 的 每 个 分 支 都 是 二 部 图 ， 放 我 们 可 以 假设 C 是 连通 的。 
取 一 个 顶点 *EV(G),， BWV = {yEVCG) :d(x,y) d 
数 }。 不 存在 联结 同类 中 两 个 顶点 的 边 ， 因 为 不 圾 的 话 ，G 
HUSAN, Ht, GEDHE. 

ES PERO TLUNRETOUAOER 同 的 顶点 
{%,y}， 它 至 多 包含 一 条 xX 一 y 路。 

证 明 ， 如 果 xxix JE GR NERIS, Roc xs on 
是 GG 中 的 两 条 x 一 x| 路。 


反之 ， 令 Piexoxicx W Pa = toyi vn Je A G P 
的 两 条 不 辐 的 xo 一 4 路 。 令 i+1 是 使 xstsyirl 的 最 小 
TR, 且 令 j 是 使 之 i 和 yi 在 Pi 中 的 最 小 下 标 ,， 设 
yia 234, JEGA aya a EG PR 

定理 4. 对 于 一 个 图 G， 下 列 各 结论 是 等 从 的 。 — D) 

i, G ERR ` 

i 让 G 是 一 个 航 小 连通 图 ， 即 G 是 连通 的 ， 如 果 
xy€ EC, M G—xy 是 不 连通 的 。 《换言之 ，G 是 连通 
的 ， 且 每 条 边 都 是 桥 。) 

in G 是 一 个 航 大 无 图 图 ， 即 @G 是 无 圈 的 ， 如 果 * 和? 
是 G 的 两 个 不 邻接 的 顶点 ， 则 Go xy 包含 加 

证 明 ， 假 设 G 是 一 棵 树 , 令 *yEECG)。 图 G 一 xy 不 
能 包含 x 一 yy 后 xz1z4…zsy， 因为 不 然 的 话 , G GA HH 
srgscuny, BD G 一 xy 是 不 连通 的 ， 故 @ 是 一 个 极 小 连 
通 图 。 同 样 ， 如 果 x 和 ? 是 树 G 的 一 对 不 邻接 的 顶点 ， 则 
GAER zz ozy, BI Gex»BeE—TBxanic 
zy, MAG 是 极 大 无 图 图 。 

其 次 ， 假 设 G 是 一 个 福 小 连通 图 。 若 C 包含 一 个 圈 
xzilza…asy， W G—xy 还 是 连通 的 ， 这 是 因为 在 @G 的 任何 
4 一 v 通道 中 ， 边 xy 可 以 用 路 xzizz…ziy 来 代替 。 由 于 这 
与 G 的 极 小 性 矛盾 ， 我 们 就 推 得 6 是 无 车 的 ， 所 以 G 是 一 
棵 树 。 

最 后 ,假设 GERKE G 是 连通 的 码 ? 是 的 ， 
因为 顶点 x 和 yy 属于 G 的 不 同 的 分 支 , 则 把 xy iS IRE 
P, REPER xz12:…z4y， 因 为 不 然 的 话 ， 在 中 有 路 

"ETE 


Xiuzieuy, 这 样 ，G jÉ— HM. 
推论 5. 每 个 运通 图 都 包含 生成 树 ， 记 谓 一 个 图 的 生成 
树 ， 是 包含 议 图 的 所 有 顶点 的 料 。 

证 明 。 取 一 个 级 小 连通 生成 子 图 。 构 造 一 个 图 G 的 生 
成 村 有 扩 种 简单 的 方法 ， 我 们 介绍 其 中 的 两 种 。 取 一 个 顶点 
x, EV ={yEGida, y)=i}, i=0, eee $E, M 
RIEV 50, M Bszizzeziayil—x—y 路 

(其 存在 出 V: 的 定义 保证 ) ， 则 对 每 个 j(0<j<i)，d(x， 
z0 5j 特别 是 ， DEO, Vid, 而 且 对 每 个 yEV， 
(>0) ,存在 一 个 顶点 CV 联结 于 y。 (当然, 这 样 的 
TAS 通常 不 是 唯一 的 ， 但 对 于 每 个 y 万 x， 我们 仅 取 一 个 
3) &TGGI-ATHE, tCEBORALV MAR ET) = 
tyyiyæsh TEREN, AAEE- {y h 
»ylyx 5 2 联结 ， 并 且 ， 了 是 无 图 的 ， 因 为 著 现 EVE 
一 个 子 集 , MoE has ERREKA, Ww 至 多 与 到 
中 一 个 顶点 联结 ， 这 样 ， 人 是 一 棵 生成 树 。 

寺 面 的 论证 表明 ， 关 于 = mar dno), 对 OLISh, , 
A Vig VVO = U tr。 在 这 里 要 指出 ;diamG = 
max dex, DRA G HER, T rad G «min max d(x,y) 
称 为 G 的 半径 。 Dot 

如果 我 们 选取 4%EG， f Re max d(x,y) a rad G, BI 
ERAT AEE k, 

将 上 而 构造 了 的 方法 稍 加 改变 如 下 ， 取 xEG, ETÈ 
只 有 这 一 个 项 x 的 G 的 子 图 ， 则 也, 是 树 。 假 设 我 们 已 经 构 
XcT|ET,CT.c.ecT,cG, WAT: Kin. MARC 
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#= 1G1， 则 报 据 C 的 连通 性 ， 存 在 一 个 顶点 ?了 EF(G) 一 
VO, CBE EGH 于 一 个 顶点 zETue。 令 Ti 是 
A Te 中 添加 顶点 y 和 边 yz 而 得 到 的 子 图 ， 则 Ts 是 连通 
的 ， 而 且 因为 yz REE To PRSA, Tai 也 是 无 
Bii, XX, Tai 也 是 树 。 如 此 ， 序 列 了 CT: 一 … 可 以 继 
FET., NTa ÆG 的 生成 树 。 

上 面 进 述 的 随便 哪 一 种 方法 廊 怕 造 的 生成 树 有 阶 a《 当 
然 ! ) 和 级 wn~1。 在 第 一 个 构造 中 ,在 VY 一 {x} 与 (7T) 之 
间 存 在 一 个 1 一 1 对 应 ， 它 由 yov» 给 出 而 在 第 二 个 构造 
中 ， 对 每 个 k， 有 elTs) =k&-1， 还 由 于 e(T1〉》=0, 而 
Tia WT, 多 一 条 边 。 因 为 根据 定理 4， 每 个 桂 有 唯一 的 生 
成 桂 ， 即 它 自身 ， 我 们 已 得 到 了 下 面 的 结果 。 

推论 6.4 阶 树 有 级 #1， 有 上 & 个 分 支 的 n 阶 麻 林 有 级 
n—ko 

这 个 推论 的 第 一 部 分 可 以 组 成 树 的 其 它 几 个 特征 ， 特 别 
Æ, 阶 图 是 树 当 且 仅 当 它 是 连通 的 并 有 级 #- 1， 请 读者 自 
己 证 明 这 个 特征 (练习 9) 。 

推论 7. 至 少 2 阶 的 树 包 售 至 少 2 个 1 度 的 顶点 。 

证 明 ， 令 didi xd, Jés2 阶 机 7 的 度 序列 。 
因为 了 是 连通 的 ，6(T) 关 1， 因 此 ， 如 果 了 至 多 有 一 个 1 度 
TA, REONE e, RNA 


2e (T) =r- 22 Sail eer D. id 
景 优化 理论 中 的 一 个 有 名 的 问题 要 求 : 用 比较 容易 的 
方法 来 寻求 其 有 某 种 特殊 性 质 的 生成 子 图 。 给 定 图 G=(F， 
。12 " 


EyfE UE H A38 ERES B LER, OR G 的 连 
通 生成 子 图 了 20^, EO, 使 


KT) EG) 
Eu 


Rob, BUDARRCEENAEUR TH TOS HU HC, dE 
这 个 问题 翻译 成 实际 生活 问题 是 不 难 的 。 假 设 某 地 一 些 村 庄 
要 与 位 子 这 些 村 庄 之 一 的 一 个 水 洲 联 结 ， 管 路 系统 由 联结 两 
个 村 庄 的 水 塔 的 水 管 组 成 ， 对 于 可 以 建造 联结 水 管 的 任何 丙 
个 村 让， 我们 知道 其 水 管 的 造价 ， 怎 样 求 出 一 个 廉价 的 管 路 
系统 呢 ? 

为 了 把 第 二 个 问题 化 成 上 面 关 
于 图 的 问题 ， 令 @ 是 一 个 图 , 其 顶 
点 集 是 这 些 村 庄 的 集 ， 而 xy 是 G 
的 一 条 边 当 且 仅 当 联 结 x 和 y 的 
水 管 可 以 建造 ， 用 /CoDREROERE 
一 条 水 管 的 造价 《 见 图 了 .6 ， 那 
么 ,一 个 管 路 系统 对 应 于 G 的 一 个 BIS PARE, 


" 、 ER+ 的 图 ， 
韦 通 生成 子 图 ， 因 为 这 个 系统 必须 边 xy RE] 
是 最 廉价 的 ,了 DEG 的 极 小 的 BERAR 
连通 生成 于 图 ， 即 了 是 G 的 一 棵 io». 


ERB. 

我 们 楼 求 的 连通 生成 子 图 了 必 为 极 小 堪 通 子 图 ， 因为 
不 然 的 话 ， 我 们 就 能 找到 一 条 边 <， 删 除 4， 还 将 保持 了 的 
连通 性 ， 则 T—o 是 更 廉价 的 生成 于 图 ， 这 样 ， 7 是 GG 的 生 
成 桂 。 相 应 于 生成 树 的 儿 种 符 征 和 构造 ， 有 儿 种 用 以 寻求 廉 
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价 药 生 成 树 的 较 容 易 的 方法 ， 我 们 将 叙述 这 些 方 法 中 的 网 
种 。 

CO 给 定 图 G MAER, 选取 G 的 最 廉价 的 边 之 
一 ， 这 就 是 (a) 为 最 小 的 边 <。 每 个 后 继 的 边 将 从 G BO RD 
下 的 边 中 选 取 最 廉价 的 -条 边 ， 唯 一 的 限制 是 不 选取 任何 圈 
中 的 所 有 边 ， 即 被 选取 的 边 构成 的 子 图 是 无 圈 的 。 

当 再 没有 过 可 以 添加 到 已 选取 的 这 集 E" 中 而 又 不 产生 
图 时 ， 上 述 过 程 终止 ， 则 Ti QV(G0, EO JÉ C B AR 25 
轿子 图 ， 故 根据 定理 4(iii)， 它 是 G 的 一 棵 生成 树 。 

《2) 这 个 方法 基于 下 面 事实 ， 除 非 为 了 保证 子 几 的 连通 
性 ， 使 用 费用 帅 贵 的 边 是 不 合算 的 。 这 样 ， 我 们 逐一 删除 那 
些 寓 用 最 多 的 边 ， 并 使 得 删除 它们 之 后 ,不 破坏 图 的 连通 
性 ， 根 据 定理 4(ii》， 此 过 程 终止 于 一 棵 生成 树 Ta 


图 I .7. 图 1 .6 中 所 示 的 图 的 六 棵 廉价 的 生 或 树 中 
[EX UM 


(D 取 C 的 一 个 顶点 <: ， 并 选取 与 x, 关联 的 费用 最 
小 的 一 条 边 ， 比 如 说 xixs。 然 后 ， 选 取 一 条 形 如 xitx RE 
BRDHH, EPISK Exx) RATIU X, 
Xa, ca Xa, RAP JSk ERE DU s RET A xix 
GKD, PAR- RÉI xx 的 费用 最 小 的 边 ， 比 如 说 是 

Mr 


Eua, 其 中 IKISR, xei€(0u. ox, 0). M RU dE 
RT a-i RA, E. J Ta 表示 出 这 些 边 给 定 
HERH. WEI. O 

O 这 个 方法 只 适用 于 没有 两 条 水 管 造 价 相同 的 情况 。 
这 个 方法 的 优点 是 每 个 村 庄 可 以 做 出 归 己 的 决定 ， 并 着 手包 
设 水 管 ， 而 不 管 其 它 村 庄 干 不 二。 当然， 每 个 科 庄 将 铺设 终 
止 于 本 村 庄 的 志 说 价 的 一 条 水 管 ， 可 能 有 两 个 村 庄 * 和 y 都 
去 铺设 水 管 x*y， 它 们 在 中 间 相 过 ，* 和 > 之 间 的 水 管 就 铺 
设 完了 。 最 后 ， 一 些 村 庄 将 被 水 管 联结 起 来 ， 但 整个 管 路 系 
统 不 需要 连通 。 下 一 步 ， 每 个 被 管 路 相互 联结 的 村 庄 群 ， 找 
到 通 往 不 在 该 群 中 的 某 个 村 上 庄 的 最 廉价 的 水 管 ， 并 开始 铺设 
那 条 水 管 。 重 复 同 样 的 过 程 ， 直 到 获得 述 通 系统 为 止 。 W 
然 ， 一 个 圈 上 的 所 有 水 管 不 会 都 建造 起 来 ， 因 此 ， 最 终 的 管 
路 系统 是 一 棵 生成 树 〈 见 图 工 .83，) 


图 ,8， 带 有 稍 如 改变 的 费用 泌 数 (0<e< DAAI, 
中 的 图 和 它 的 最 廉价 的 生成 树 。 


定理 3. 上 面 叙述 的 四 种 方法 的 每 -各 方法 都 产生 一 哥 
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廉价 的 生成 树 。 如 果 没有 两 条 边 具 有 要 加 的 费用 ， 就 存在 叭 
一 一 棵 最 廉价 的 生成 树 。 

证 明 ， 取 G 的 一 榨 廉 价 的 生成 村 从， 使 了 和 了 有 尽 
可 能 多 的 公共 边 。 CD. 是 用 第 一 种 方法 构造 的 生成 树 。) 

BRETONE) WT, 的 边 已 经 逐一 的 选 到 了 ， 
令 xy 是 第 一 条 在 人 中 而 不 在 了 中 的 边 ， 则 了 包含 唯一 一 
条 +-y 路 P， 这 条 路 号 上 至 少 有 一 条 边 so 不 属于 7 了 1， 不 
然 的 话 ，T; 将 包含 一 个 圈 。 当 xy 已 多 做 了; 的 边 时 ， 边 
vo 也 是 待 选 的 边 之 一 。 因 为 我 们 迁 了 2y, 而 十 没有 被 选 
取 ， 边 xy RAIE wo KRE R, BEDA), W T= 
7 -mt+xy 是 生成 树 ， 而 且 因为 了 (7") = OO - fw) + 
LONKET), T 也 是 G 的 廉价 的 生成 炳 。 (当然 ， 这 个 
PERME FUIS FOOL Fo) =f av) 0 RRR T 
T KARLE THT 的 公共 边 多 ， 这 同 了 的 取 法 矛盾 ， 
Bk, T-T., ECT. 必 是 廉价 的 生成 树 。 

稿 微 政变 一 下 上 面 的 论证 ， 就 可 以 证 明 ， 用 第 二 种 方法 
和 第 三 种 方法 构造 的 生成 树 T。 和 Ts 也 是 廉价 的 请 读 着 
完成 其 细节 (练习 19) 。 

现在 ， 假 设 没有 两 条 边 具有 相同 的 费用 。 即 当 yov, 
AUN Gy) f. 4 T, 是 用 第 四 种 方法 构造 的 生成 
树 ， 而 令 了 是 一 标 廉 价 的 生成 村 。 假 设 TST4， 而 且 令 zy 
ACTU SEC ACIE TopIDB, RIEL, È 
于 为 它 是 联结 74 KTR F B HEUS F 2I AUT 
点 的 费用 最 小 的 边 。 在 了 中 的 4 一 y 路 上 有 一 条 边 避 联结 
已 的 一 个 顶点 与 已 外 的 一 个 大 点， 因此 。f(xy)<J(un)。 
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但 这 是 不 可 能 的 , FLOS Te T uo rxy JE G H -RER 
糙 ， 而 且 7(T <TFCT)， 所 以 了 = 了 4， 这 就 证 明了 74 必 是 
廉价 药 生成 检 。 并 且 ， 因 为 用 第 四 种 方法 构造 的 生成 村 是 叭 
一 的 ， 故 若 没 有 两 条 边 有 相同 的 费用 ， 其 说 价 的 生 臣 硅 是 只 
一 的 。 
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题 ， 但 这 种 类 似 只 是 表面 的 。 — A TERDRGEIULA B, d 
后 返回 到 他 出 发 的 总 公司 。 任 何 两 个 城市 之 问 的 旅行 资 用 是 
已 知 前 ， 要 找 出 一 个 有 效 前 算法 ， 来 寻求 一 条 费用 最 低 的 旅 
行路 线 。《〈 六 为 这 里 不 讨论 算法 问题 ， 我 们 对 “有 效 ” 这 一 
术语 不 作 具 体 解释 ， 粗 路 地 说 ， 奶 果 一 个 算法 的 计算 式 数 以 
顶点 数目 的 一 个 多 项 式 为 界 ， 则 说 这 个 算法 是 有 效 的 。) 这 
个 问题 的 解法 有 重要 的 应 用 价值 ， 所 以 虽然 对 此 已 做 了 大 起 
的 研究 工作 ， 但 费用 景 低 的 旅行 路 线 的 有 效 算法 是 否 存在 还 
不 清楚 。 C 

在 货 部 担 问 题 的 男 一 种 说 法 中 ， 旅 行路 线 要 求 是 一 个 
圈 ， 即 不 允许 货 朗 对 间 一 个 城市 访问 两 次 《 除 总 公司 所 在 的 
城市 之 外 ) 。 如 果 一 个 图 包含 一 个 图 的 所 有 项 点 ， 则 称 它 为 
ETIN IllPME NU T EMUTEJIT E EM 
发 明 的 一 种 游戏 ， 它 要 求 在 正 十 二 面体 的 图 中 ， 构 造 一 个 包 
含 其 所 有 顶点 的 图 ( 见 图 .9》。 一 个 图 的 一 条 哈密 顿 路 是 
一 条 包含 该 图 的 所 有 顶点 的 上 路。 包含 哈 窗 屯 图 的 狠 称 为 赔 密 
LIE 
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实际 上 ， 在 哈密 顿 提出 他 的 游戏 之 前 ， 对 在 特殊 图 中 的 
哈密 顿 辕 和 路 已 经 研究 得 很 多 了 ,特别 是 尤 控 在 1759 年 对 
国际 象 械 棋盘 上 的 马 步 问 题 进行 的 

充分 前 研究 ， 在 此 问题 中 ， 考 虑 一 

个 图 ， 其 顶点 是 国际 象棋 棋 蔓 上 的 

“ 61 个 方 烙 ， 面 如 果 马 可 以 从 一 个 
方 格 姚 向 另 一 个 方 格 ， 则 这 两 个 方 
糙 对 应 的 顶点 邻 搂 。 这 个 问题 是 要 

男 工 ,9。 在 正 寸 二 下 体 的 “在 该 图 中 求 一 个 哈密 顿 圈 ， 图 工 ， 

图 中 的 哈密 顿 瑟 。 10。 给 出 了 这 个 难题 的 两 个 解 。 


民工 ,10， 在 国际 象棋 模 盘 上 马 的 两 条 行走 路 线 。 


如 果 在 货 郎 担 问 题 的 第 二 种 更 特殊 的 说 法 中 ， 仅 有 两 种 
JECHUS Dues 《表示 不 能 走 的 路 线 } ， 则 问题 是 在 由 旅行 
38 2o 1 的 边 构 成 的 图 中 ,是否 存 在 哈密 顿 图 。 甚 至 这 种 特殊 
情形 的 赏 部 招亲 题 也 没有 解决， 不 但 移 造 哈密 顿 图 还 没有 有 
效 算法 ， 而 且 连 这 种 算法 是 絮 存 在 还 都 不 知道 。 

如 果 任何 两 个 城市 之 问 的 旅行 费用 相同 ， 那 么 我 们 的 货 
朗 不 难 找到 费用 最 小 的 旅行 路 线 ， 只 要 把 4a-1 个 城市 (第 

. 18> 


4 个 坡 市 是 总 公司 所 在 的 地 〉 按 性 意 浆 序 排列 起 来 就 行 。 因 
为 现在 他 有 了 这 种 自明 ， 记 以 我 们 的 货 郎 决定 把 他 自己 的 均 
任 和 兴趣 结合 起 来 ,并 决定 在 还 有 他 没有 走 过 的 路 线 uv INI, 

他 不 再 走 走 过 的 路 线 xy。 他 能 作 到 吐 ? 为 了 设计 我 们 的 货 
郎 所 要 求 的 旅行 上 路线， 必须 把 KC" 分 解 成 若干 个 边 不 重 的 吗 
密 顿 辕 的 并 。 对 于 什么 样 的 值 ， 这 种 分 解 才 是 可 能 的 呢 ? 

Vi K* 是 (x 一 1) 正 册 的 ,- 而 哈 窗 顿 圈 2 一 正则 的 ， 该 必 
要 条 件 是 4 一 1 为 偶数 ， 即 ”为 奇数 。 这 个 必要 条 什 也 可 山 


下 而 的 事实 得 到 ，e(K*) = intn- D, WB WOMUE rn 


ARM, MIC 必 为 。 QI DARB, 

MERR EAR, o2, MA K 的 一 个 顶点 ， 我 们 
可 以 看 出 ， 如 果 K* E n- DARRERA, K 就 是 
Fn- DARREIR. CHRE, MEKO 是 若干 条 
WEWER, EDredCo ia- Du-2, WK 


PEREIRA n- 2 498, Ke-1 必 为 偶数 ，) BEI. 

1 的 提示 ， 读 考 可 以 证 明 ， 对 奇数 m 图 K 的 确 是 
TO DABEI IU OR, e K ato o pde 
密 顿 路 的 这 种 分 解 中 ， 每 个 项 点 恰好 是 一 条 哈密 邮政 的 端 硕 
点 ， 《事实 上 ， 上 述 断 言 对 将 天 "…: RREO- DAUR 


重 的 哈密 赢 路 的 每 个 分 解 都 成 立 ， 因 为 开 *…1 的 每 个 顶点 x 
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的 度 为 奇数 ， 故 必 至 少 有 一 条 哈密 赂 路 终止 于 x*。) 因此 ， 
如 果 我 们 在 玉生 :中 添加 一 个 新 项 点， 并 把 天 "中 的 每 条 
路 补 成 天 " 中 的 一 个 哈密 械 副 ， 则 我 们 得 到 把 KK" 分 解 成 


3(m 一 了 个 边 不 重 的 哈密 几 豆 的 分 解 。 这 样 我 们 就 证 明了 下 
面 的 结果 ， 


iu 
EIL, OK 中 的 三 条 边 不 重 的 哈密 顿 路 . 
定理 9. 当 nz3 时 ， 完 全 图 六 "能 分 解 成 若干 个 边 不 重 
WARTEN HL DOS n 是 奇数 。 当 2 时 ， 完 全国 天 "能 
分 解 成 若干 条 边 不 重 的 哈密 顾 路 当 且 仅 当 ”是 偶数 
RORIS, AUR w 之 3 是 奇数 ， 则 可 以 把 天 * 中 


的 la- 1) 个 边 不 重 前 哈密 顿 图 囊 接 起 来 ， 竺 到 包含 乓 "的 


所 有 边 的 一 条 回路 。-- 般 说 来 ,一 个 图 G 中 包含 其 所 有 边 的 
一 条 回路 称 为 G 的 一 

一 Sr EET NI MA 

含 所 有 边 的 一 条 迹 被 

BARRE, mR- 


< 人 个 图 有 尤 拉 回 路 ， 则 


图 I .12。 架 尼斯 狼 的 普 铬 阁 尔 河上 的 MANIERE. t 
pH. dici RH ER A 
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LUNA S GEM EHE 1736 年 指出 了 包含 尤 拉 回路 和 
带 的 图 的 特征 。 当 时 ， 兆 拉 是 圣彼得堡 的 数学 数 授 ， 耐 他 由 
于 对 流 经 古老 的 党 便 上 城市 哥 尼斯 保 ( 自 1944 年 划 归 苏联 ， 
命名 为 加 里 宁 格 勒 》 的 普 需 格 尔 
河上 的 七 桥 问题 发 生 了 兴 超 ， 开 
始 对 这 一 问题 的 研究 。 这 个 问题 
Js. 能 否 有 人 走 过 所 有 七 席 桥 春 
不 重复 ? 

显然 ， 这 样 的 走 法 存在 当 且 
[ET MEETS E 

定理 10, 非 平 几 的 连通 图 有 NOE LA 
尤 拉 回 路 当 且 仅 当 其 每 个 项 点 的 度 均 为 偶数 。 一 个 连通 图 有 
从 顶点 到 顶点 y3ex 的 尤 拉 迹 当 且 仅 当 只 有 * 和 y 的 度 是 
Er f 

证 明 ， 这 个 条 件 显然 是 必要 的 ， 例 如 ， 如 果 x xix. 
EG 中 的 一 条 尤 拉 回 路 ， 而 x 在 序列 xi，xay，，…，xm 中 
MIRK, RE dC) = 2ko 

我 们 利用 对 边 数 归纳 法 来 证 明 第 一 个 条 件 的 充分 性 ， 
如 果 不 存在 边 ， 则 不 需要 证 明 什么 ， 从 而 我 们 开始 归纳 步 
s. 

令 G 是 非 平凡 的 连通 图 ， 而 其 每 个 顶点 的 度 均 为 偶数 。 
因为 e(G) 之 1， 我 们 知道 3(G) 守 2， 故 根据 推论 7，G 包含 
E., CEG 中 的 具有 最 多 边 的 一 个 回路 。 假设 C 不 是 万 


^ WEM, AA G 是 连通 的 ，C 包含 一 个 顶点 *, EEG- 


五 (C) 的 一 个 非 平凡 的 分 支 玉 Ho H 的 每 个 顶点 在 如 中 的 
eM 


度 均 为 偶数 ， 故 根据 归纳 异 设 ， 互 包含 一 个 尤 拉 


El D. 


EIMECRID CIS 1.140 是 边 不 重 的 。 且 有 一 个 公共 硕 
点 ， 故 能 把 它们 串 接 起 来 , 构成 一 个 比 C 有 更 多 边 的 回路 . 
这 与 eCC) 的 最 大 性 矛盾 ， 所 


C 以 C 是 尤 拉 回路 。 


现在 , 假设 G 是 连通 前， 

H x y ERAH BE J A 

的 顶点 。 令 G* 大 在 G 中 添加 

D 一 个 顶点 4 和 两 条 边 #x 和 wy 


所 得 到 的 图 则 根 
AI.. HCR D. Jt, G*A RHE 
C*—u EA x 到 y 的 尤 拉 迹 。 


HBR 
C* ,显然 ， 


” 定理 10 表 了 明 ， 不 存在 满足 哥 尼 斯 堡 桥 问题 的 条 件 


的 通道 ， 因 为 在 图 .13。 的 图 中 有 由 个 度数 为 


奇数 的 顶 


展览 会 走廊 的 设计 问题 也 容易 翻译 成 图 : 边 对 应 于 走廊 ， 


而 顶点 对 应 于 几 条 走廊 的 相交 点 。 如 果 入 口 即 是 出 口 ， 参 观 
者 可 沿 每 条 走廊 恰好 走 一 次 当 且 仅 当 对 应 的 锤 有 尤 拉 回路 。 
一 般 来 说 ， 为 了 达到 这 一 目的 ， 参 观 者 必须 有 个 计划 ， 他 不 
能 见 到 任何 一 条 没有 六 过 的 走廊 就 走 这 条 走高 ， 但 是 。 在 设 
计 巧妙 的 《1 》 展览 中 ， 参 现 者 确实 能 看 到 所 有 展品 ， 而 不 


沿 同一 走高 走 两 浆 。 直 到 他 的 前 面 再 无 新 展品 为 J 


上 。 这 样 的 


展览 对 应 的 图 称 为 以 对 应 于 入 日 (也 是 出 口 》 的 顶点 为 起 点 


的 贿 宙 尤 拉 图 ， 见 图 工 .15。 中 的 栅 个 例子 。 随 机 
特征 也 是 很 容易 给 出 的 练习 24—26) 。 
pp 


尤 拉 图 的 


* 
图 .15. G ÆU s BERARENA, H JUI 
或 v 为 起 点 的 随机 尤 拉 图 。 


$4 可 平面 图 


展览 会 走廊 的 图 是 可 平面 图 : 可 以 把 它 获 在 平面 上 ， 使 
它 没有 两 条 边 是 相交 的 ， 更 准确 地 说 ， 一 个 可 平面 图 可 以 画 
在 平面 上 ， 使 其 水 同 的 顶点 对 应 平面 上 不 局 的 点 ， 而 其 边 对 
应 平 画 上 联结 相应 的 两 个 点 的 简单 约 当 曲线 ， 且 使 每 两 条 不 
局 的 曲线 不 相交 或 仅 交 于 一 个 公共 端点 ，-- 个 图 的 如 二 记述 
的 表示 称 为 一 个 平面 冉 ， 

有 一 种 把 一 个 拓扑 空间 同一 个 图 联系 起 来 的 简单 的 方 
式 ， 它 引出 平面 性 的 另 一 个 定义 ， 这 个 定义 与 上 面 的 定义 显 
REM A bis Pas s Da Æ 3 一 维 欧 儿 里 得 空间 Rs 中 
的 不 同 的 点 ， 而 R3 中 的 每 个 平面 至 多 包含 这 些 点 中 的 三 个 . 
点 ， 把 具有 端点 p; 和 p; 的 直线 段 《 开 的 或 前 的 均 可 》 等 成 
Gi, DDoe REAR, Ey, Vo Gn, xi, n 
Xa), MZM 


BO) = U{Cps, Bixen EJ) Up; cR? 
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称 为 G 的 一 个 实现 。 如 果 ROG) FE] Be T ENR 9 — 4 
集 ， 则 称 图 C 是 可 平面 的 。 

我 们 对 RR(G) 再 作 进一步 的 说 明 ， 图 五 称 为 图 @ 的 一 
个 组 分 ， 或 一 个 拓扑 G BI, SLE JE C 通过 细 分 6 的 
某 些 边 得 到 的 ， 即 将 G 的 某 些 边 用 至 多 与 其 有 公共 端点 的 
路 来 代替 。 我 们 把 拓扑 @ 图 写 或 了 7G， 这 样 ，7G 表示 相 
当 大 的 一 族 图 中 的 任何 一 个 元 素 ， 例 如 ，7 天 ?是 任意 一 个 
E, TTC 是 长 至 少 为 8 的 任意 一 个 半 。 显 然 ， 对 任意 一 
AEG, SERORS RCTG) 是 同 胚 的 ， 恕 果 ROR 
ETRE, 或 者 换血 话说 ，G 和 H 有 同 构 的 如 细 ， 则 说 
E G BETAH, 

初 一 看 ， 我 们 可 能 会 想到 ， 在 可 平面 图 的 研究 中 ， 我 们 
也 许 会 遇 到 拓扑 方面 的 困难 ， 实 际 上 不 是 这 种 情况 。 显 而 易 
见 ， 对 应 于 边 的 约 当 曲线 可 以 假设 是 折线 ， 更 精确 地 说 ， 每 
个 平面 图 同 抢 于 表示 同一 个 必 的 一 个 平面 图， 在 其 中 约 当 曲 
线 是 过 段 线性 的 。 事 实 上 ， 给 定 一 个 平面 图 ， 令 39>0 小 于 
两 个 项 点 间 最 小 距离 的 一 半 。 对 于 每 一 个 项 点 4， 放 一 个 中 
DE PEA 0 BUR DRE D,。 用 7 4 表示 对 应 于 边 a=ab 的 
DR, Q aa E Sa 从 a 走向 6 时 在 D, 中 的 最 后 一 点 ， 用 
7< 表 示 ye 的 从 oo 到 bu 的 部 分 。 令 e>0 是 这 样 的 一 个 
A WRA, M ye。 和 7's 的 距离 大 于 3s。 根 据 约 当 曲 
线 的 一 致 连续 性 ， 每 个 了 re 可 在 = 范围 内 用 从 co 到 bo 的 折 
线 Ju 来 还 近 。 为 了 得 到 原 图 要 求 的 逐 眉 线 性 的 表示 ， 只 
要 把 每 个 J 用 J 及 线段 cas A bub 串 接 成 的 折线 代 幸 即 
可 《 见 图 .16) 
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经 过 不 太 复 杂 的 论证 就 可 以 天明， 每 个 可 平面 图 都 有 直 
线段 表示 : 可 把 它 画 在 平面 上 ， 使 其 边缘 为 直线 段 《 练 河 
28) 。 

如 果 我 们 从 平面 上 赂 
去 平面 图 G 的 顶点 和 边 ， 
剩 下 的 部 分 就 分 成 若干 个 
连通 部 分 ， 每 一 个 部 分 称 
为 一 个 面 。 显 然 ， 每 个 平 
面 图 都 有 一 个 无 界面 。 一 
个 面 的 边界 是 其 闭 包 中 的 ` - 
边 的 集合 。 因 为 一 个 图 ”图 于 .16。 构 造 逐 段 线性 的 表示 。 
CEN EAD 把 平面 上 的 点 分 成 两 个 部 分 ， 故 一 个 图 
的 每 一 条 边 在 两 个 面 的 边界 上 。 一 个 平面 图 与 它 所 确定 的 面 
的 集 的 总 体 称 为 一 个 平面 地 图 ,平面 地 图 的 面 通常 称 为 枚 察 ， 
如 果 两 个 国家 的 边界 有 公共 边 ， 则 说 它们 是 粗 邻 的 。 

如 果 把 一 个 西 多 面体 的 图 画 在 平面 上 ， 则 这 个 多 面体 的 
各 个 面 显然 对 应 于 相应 平面 图 的 各 个 面 。 这 把 我 们 引 向 工 ， 
学 拉 对 图 论 的 另 一 个 责 献 ， 即 龙 拉 多 面体 定理 ， 或 简称 龙 拉 
公式 。 。 

EE 11. 如 朵 一 个 连通 的 平面 图 GU AUR. m 条 边 
积 了 个 面 ， 则 有 

n-mef-2, 

证 明 ， 我 们 对 面 数 进行 归纳 . 如 果 j =1,， 则 G 不 包含 
E, BREER, HER 

现在 假设 71, MEAN f 的 较 小 的 值 结论 成 立 。 令 06 
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丰台 中 的 一 个 回 二 的 一 条 边 ， 央 为 图 分 割 平面 ， 故 过 在 两 
^U SOT MARE. Ahia, ERK PEE G H, SH 
TERR MEIN, TU C 的 所 有 其 它 的 面 保持 不 变 。 这 样 ， 
WER, wf e GB m3, won, m'-m-i, f= 
f-1 Wiba-mrfen-mtfz2. 口 


令 G 是 有 # 个 贷 点 、 扫 条 边 和 个 曾 的 连通 平面 图 ， 
B, 8 f 表示 其 边界 恰 有 i 条 边 的 面 的 数 自 ， 当 然 


Nh G) 
而 着 G 没有 桥 ， 又 四 为 每 条 过 都 在 两 个 面 的 边界 上 ， 出 
Dif =m, (4) 


R 〈3)，,(4) 和 尤 扩 公式 给 出 了 阶 可 平面 图 的 边 数 的 一 个 
上 上 界 。 如 果 图 的 围 长 , 即 最 短 图 中 的 边 数 ( 无 圈 图 的 围 长 定义 
Jo) 很 天 时 ， 这 个 界 可 以 改进 。 

定理 12: 阶 为 93>3 的 可 平面 图 至 多 有 32-6 条 边 。 并 
且 ， 阶 为 %， 力 长 主 少 为 9 〈3<g< ce) 的 可 平面 图 的 级 素 
多 为 : 


max[- san 2), n- 1j. 


证 明 ， 第 一 个 断言 是 第 二 个 新 言 在 g9=3 时 的 情形 ， 因 
此 ， 只 要 证 明 第 二 个 断言 始 可 。 令 个 是 阶 为 ns， 级 为 名 击 
围 长 至 少 为 g 的 可 平面 图 。 如 果 <g- 1, WEG 是 无 圈 的 ， 
因此 mem-1. W, Bit n>g, HJ ndum ANDE 
立 , 不 失 一 般 性 ,可 以 假设 G 大连 通 的 。 如 果 ab 为 一 个 桥 ， 
^ 26 * 


TW G—ab 是 两 个 顶点 人 不 重 的 于 图 Gi 和 Gs 的 并 。 记 = 
1G,], mi se(GO, i=1, 2, 根据 归纳 假设 ， 我 们 得 到 


m-m mt 1max 了 (nn 2)， m -1} 
tg-2 


+ max Z (na=2)s 0 -1}+1 


E 
max 2 G-2, 2-1]. 
5 —HW. AUR GU, GO) MO Ane 
= Difi= Difi> D9f:= gf. 
E e 4 
因此 ， 由 尤 拉 公 式 得 
人 2 


故 


m<- 2). 


—— FA si 
完全 图 Ks 是 不 可 平面 图 ， 这 是 因为 e( 开 9) = 10>3(5- 2) 
完全 3 一 9 二 部 图 KO 也 是 不 可 平 而 图， 这 是 因为 其 围 长 为 
4, fe GC =9>( 末 全 (6- 29) 天 ?3 的 不 可 平面 性 


获 舍 着 用 不 相交 的 路 把 三 株 房 子 的 每 一 栋 与 三 日 并 的 每 一 中 
联结 起 来 是 不 可 能 的 意思 。 这 是 一 个 有 名 的 难题 〈 见 图 工 。 
iD 

如果 图 G JE np E, MEA ih G UAI e n 
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傅 拓 扑 G 图 的 图 也 是 不 可 平 耐 的， 这样 ;图 工 .18。 中 


的 图 都 是 不 可 平面 的 ， 
€. 8 因为 它们 分 别 包含 TK5 
SS ATK, 
RN 令 人 惊奇 的 是 ， 上 述 
o 注 的 逆 也 成 立 。 这 个 绝妙 
的 结果 是 库 拉 托 失 斯 基 在 
图 I .17。 三 栋 房 季 和 三 口 并 。 1930 年 证 明 的 ， 这 个 证 


明 昌 然 是 初等 的 ， 但 相当 长 ， 在 此 处 我 们 就 不 讲 了 。 


图 I .18. C && TK* , H && T Ks», 


定理 13. 一 个 图 是 可 平面 的 当 且 仅 当 它 不 包含 天 5 和 
K? 的 细 分 。 n 


85 克拉 迹 在 代数 中 的 一 个 应 用 


在 结束 这 一 章 时 ， 我 们 要 指出 ， 可 以 使 用 诸如 到 目前 为 
正 我 们 介绍 的 简单 概念 ， 来 证 明 重 要 的 结果 。 我 们 要 证 明 的 
结果 是 Amitsur fl Levitzki 关于 多 项 式 恒 等 的 基本 定理 。 
MSS pipi sex o o 的 换 位 于 是 [ay53 = ab - pa. 同样 ， 
TAa ES, «Gh, RINE 


0,01, 7, d = X C7 070, a5, aor 


28e 


此 处 求 和 是 对 整数 1,2,…,& 的 记 有 排列 o 进行 的 。 如 果 对 
Bia, ES, IK<k, 有 [ao，c，…，o=0， M UL SW 
足 R- 一 多 项 式 恒 等 式 Amitsur fil Levitzki 定理 说 :元 
KEHRIS R ihh kx k ER MR W E 2 一 一 多 项 式 
BER. 

EOM. Ré — RD AA. H4. An 
An € MG, WCA, Az, sAr] = 0 

证 明 ， 我 们 用 一 个 关于 有 向 迁 图 中 尤 拉 迹 的 引 理 来 证 明 
这 个 定理 。 令 G 是 具有 边 e!，e:，…，en 的 一 个 # 阶 有 向 
重 图 , 即 每 条 边 e; 是 不 必 不 同 的 顶点 的 有 序 对 。 每 条 (有 疝 的 7 
Jc bt P 等 同 于 {1,2.…,m} 的 一 个 排列 是 不 困难 的 , 令 eCP) 
为 这 个 排列 的 符号 。 给 定 全 的 两 个 顶点 x,y 《它们 不 必 不 


WD Ee (Gyx,y》 = 呈 ve(CP)， 此 处 求 和 是 对 从 x 到 3 前 
所 有 尤 拉 述 进行 的 。 


引 理 15. dn 222, We CO, x,y) =0。 

在 证 明 此 引 理 之 前 ， 我 们 来 看 一 下 ， 如 何 把 它 应 用 于 定 
更 14 的 证 明 。 记 ii€ M,CR) 是 仅 其 第 i 行 第 j 列 的 元 素 
非 零 且 为 1 的 乱 阵 。 因 为 对 每 个 变量 ，[41，4，…, da E 
了 一 线性 的 ， 而 {B14:1<i,j<n} 是 MRR) 的 作为 一 
ROR, KREN GARE AME: p BENEM a 
可 。 此 时 ， 令 G 是 有 顶点 集 {1, 2 vn HUM ANER, 3E 
EUULLITNMENMEENRENETTTTTTES 
义 ， 如 果 对 应 的 这 序列 是 从; 到 的 〈 有 疝 的 ) JCHLXS, R 
Bases, EEn SH, RARAP 因此 C4, 

2i 


Acn ERG, i, DES, BRIM 15, 每 一 个 加 到 


均 为 0， 央 此 和 也 是 O。 

引 现 全 的 迹 明 ， 显 

x As RITT ABE GHM 

立 顶 点 。 在 台中 添加 一 个 

MAY, ~AN jx 

Wd mtl- 2n W em 

一 条 从 》 到 局 的 边 。 得 

BI, Crisi, SAG ( 见 图 19). M 

G Airnm- ommon HR me mel-2841- 

2(m+1-n)。 并 县， 容易 验证 ，|eCG; xl o eG t 
x)1。 因 此， 只 要 对 加 =24 y c 证 明定 理 即 可 。 

给 定 一 个 顶点 2. A d'COXI > 发 出 的 边 数 ，d”(z) 是 
指向 z 的 边 数 ， 称 qz) d'le) +d le) 为 z 的 度 ， 而 称 
fG) =d*(z) ~d(z) 为 z 的 流量 。 我 们 可 以 假 谈 G 包 含 一 个 
ERER OA x 到 > 的 万 控 迹 ) ， 因 为 不 然 的 话 ， 没 有 任何 
KARMEN. ERIRE, GARAMA, MERA 
项 点 的 度 是 至 少 为 2 的 偶数 。 并 呈 ， 我 们 可 以 假设 不 存在 重 
ip GÉOREBGO ， 因 为 否则 断言 是 平凡 的 。 

为 了 对 由 = 38 Ma = y 的 清 形 证 明 引 理 ,我们 对 "归纳 。 
n=1 这 种 情形 是 平凡 的 ， 我 们 转向 归纳 步骤 。 要 区 分 三 种 
情形 。 

GD 存在 一 个 2 度 的 项 点 5 志 x， 比 如 说 em=ab 终止 于 
bT ena = be HEP b, 如果 a=c, 把 归 绵 很 谈 应 用 于 局 ~6。 

* 80 * 


E) y 


RETIRA K A. mE aee RIMIS, ees A 
el =Cci €12€0,,7, Cr =00: 是 娩 于 c 的 每 条 边 。 对 于 每 
4i, IIK G- bip eo mide = ec， 构造 图 


EM t — 
C, OREL T.20 o MEG; x, s Del Gia, X) 80. 


BID. Gi dots. 
Gb 3E—^4 AEDA bar 处 存在 一 个 自 环 。 令 en 是 
feb SERIE SR, Wi ems cob M en = be 是 在 处 的 另外 两 
AL, E Gb 中 添加 一 条 过 er ， = ac， 得 到 Go。 则 e(G; 


x, X)ec(Goy x, 3) =0。 
Gi) WHÉGORGDAERL, MA m=- 2 Erdi, 而 


每 个 号 < 不 同 的 项 点 的 度 至 少 为 4， 认 或 者 每 个 顶点 的 虚 均 
为 4， 或 者 dx) =2， 存 在 一 个 6 度 的 顶点 ， 而 所 有 其 它 顶 
AUN ACH 4s 很 容易 就 可 以 验证 山 ( 见 练习 34) 存 在 两 个 4 
度 的 邻接 项 点 a 和 28， 因为 不 然 的 话 (i) 成立。 现在 , 我 们 应 
用 第 四 个 ， 即 最 后 一 个 图 变换 。 这 比 前 面 的 一 些 更 为 复杂 ， 

因为 我 们 将 由 G 构 北 两 对 本 质 上 不 同 的 图 ， 图 人 Ga, Ho 
积 再 :， 如 图 工 .21 所 示 。 在 区 中 ， 从 x 到 x ERT dnd 
SRREG MC: 之 一 中 的 一 条 万 拉 迹 ,但 是 ,因为 已 , 包含 
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一 些 多 出 来 的 尤 拉 迹 ， 不 是 由 Cop UIDERI Hr ca. 
因为 这 种 尤 拉 束 是 丛 在 He Hs 之 一 中 的 光 拉 迹 ， 而 且 ， 
它们 用 尽 了 Hem HW. 中 的 所 有 尤 披 迹 ， 我 们 求 得 ， 

HG, xo Yea x, dba xo. 
根据 (i)， 前 两 项 为 0， 而 根据 (ii)， 后 两 点 为 0， 因 此 e (G 
2%,xX) =0， 这 就 完成 了 引 理 15 的 证 明 。 


e G: 


1.21 
= a e o 
HI.n, 图 B，,G ,He 和 Hr 。 


-32 


练 习 


L O 证 明 : 每 个 图 都 包含 两 个 度 相等 的 顶点 * 
Gi) 灾 定 具有 一 对 度 相 等 的 顶点 的 所 有 图 。 

2 EH: RERNA AARRE. 

97. GEH. EBG 中 存在 圈 的 一 个 集 ， 使 @G 的 每 条 边 
恰好 属于 这 鼎力 之 一 当 昌 仅 当 加 的 每 个 顶点 的 度 均 为 偶 
*. 

4 证 明 : 在 具有 可 数 条 边 的 无 限 图 G 中 存在 图 的 一 个 
d, 使 G 的 每 条 边 恰好 属于 这 些 图 之 一 当 且 仅 当 对 每 个 
XcV(G), Wi 下 与 VCG)- 了 的 边 集 包 会 偶数 条 或 无 限 
LI M 

5 证 再， didis «xd, E— HE rS ges 


dili md s2-2. 


.证明 : AARE di1 H di omn 2e pl、 


的 整数 序列 didis od. BARA RAT nr 
森林 的 度 序列 。 
7. 指出 森林 的 度 序列 的 特征 。 
8. 证 明 ， 至少 为 2 度 的 正则 二 部 图 没有 桥 。 
LAGA- inh, 证 明 下 列 种 断 讶 是 等 价 的 。 
GO, G £— HW. 


GD. G Ex, XE n- 13. 

Gii), G EXE, Ed n-143x. 

GV), XP Tu-1,2,00K*; du E n3, N GYK”, 
HEG 中 添加 一 条 这 ，G 中 恰好 产生 一 个 新 图 。 

10. 4A 7 {Ais Ar, An AREG AE RX 
的 如 个 不 同 子 集 的 一 个 族 。 定 义 一 个 图 G, ARARA A, 
HAA 是 一 条 边 当 旧 仅 当 存在 xE 邱 ， 使 4AA4i= {XY。 
dex AAEE x. XT HCG, A Lab) EH 
药 边 的 标记 的 集 。 证 明 : 存在 森林 三 CG， 使 Lab(F)= 
Lab(G)。 

1L《 续 第 10 题 ) 由 上 一 练习 的 结果 推出 : Gon 
YEX， 合 全 4- (xy, (X), s Aa- (xj 全 都 不 同 ， 
证 明 WRIA snti, RA RRAIN n AA t 

12. 亮 赛 图 是 一 个 完全 有 向 图 ， 即 对 于 其 中 任意 两 个 不 
辐 的 顶 志 % 和 vw， 或 存在 一 条 从 x 到 y 的 边 ， 或 存在 一 条 
A»Óx€di, CCR—Gdged, tU. 每 个 总 赛 图 都 
包 食 (有 向 的 ?哈密 额 路 。 

13-。 令 @ 是 一 个 站 阶 连通 图 ， 昌 令 Ts<R<n， ub Wi 
个 包含 一 个 六 阶 连通 子 图。 

14 ， 证 骨 ， 图 的 半径 吉 直 多 满足 不 等 式 ， 

radG «diamG «2radG, 

TE, ROSA ACPU WARE S ACTIO E 

155, 给 定 dei, x 

max min(diamT, T Æ G i —g & At. 

diamG =d 
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16. BCG) 表 示人 台中 独立 顶 战 的 最 大 数目 ， 证 明和 如 
果 G 不 包 仿 三 角形 ， NGC, 4$ 3e 


IAO, XbrelCi. 


UC. DH. 如 果 对 于 一 个 有 向 因 的 每 个 顶点 2， 都 次 
EET HA d D, HARUAR Ho 

18, 有 向 恒信 = Q^, E) 6 — AREE VL AA 
VVar Va EA NAYEE N, WAN EV 
YEV izis 

给 定 一 个 有 向 国信 和 一 "一条 (无 向 的 ) 路 Possit 
用 u(xosXs4 卫 ) 表 示 边 DN 的 数目 减 去 这 yi SEE. 
证 弱 ，G 有 级 配 当 且 仅 当 对 每 对 顶点 xX。 o, VOo xj P) 
与 已 无 关 。 

19. 详细 证 明 几 第 二 种 和 第 三 利 方法 可 构造 廉价 的 生成 
树 ， 以 完成 定理 8 的 证 明 。 

20. 写 出 定理 8 中 的 第 四 种 方法 怎 祥 用 来 寻求 存在 几 条 
痪 用 相同 边 时 的 廉价 的 生成 将 《 见 图 ,4) 。 

21. 证 明 ， 每 个 廉价 的 生成 衬 者 可 用 前 三 种 方法 中 的 和 
一 种 未 构造 . 

22. HRN 10 导出 ， 一 个 图 包含 克拉 回路 当 且 仅 当 至 多 
除了 一 个 分 支 之 外 ， 所 有 分 支 都 是 收 立 顶点 ， 而 县 每 个 点 的 
度 均 为 偶数 。 叙 述 并 证 明 存在 从 x 到 y HARE HARA 
m. 

23. 寻求 图 G pH AEE vin 的 下 面 的 算法 属 
于 Fleury， -AMR s, PURRIA, ,Xsp， 记 

85， 


GaG- [zix2，X2X3 xax) iR x de GE EE 
顶点 ， 算 法 终止 ， EN, Aarni 在 Gs 中 邻接 于 Xx， 并 
Era TER, 除非 Gi 中 的 与 x 关联 的 每 条 这 都 是 
LH 

H: d COH Adi E, M DAE E xci 69b 
xxa mx%1 是 一 个 龙 摘 回路。 

24. 如 果 始 于 图 @G 的 顶点 x 的 任意 极 大 迹 都 是 尤 拉 回 路 ， 
BAAGA YR AHMED. Gu T = ax, 
工 是 始 于 x 的 极 大 迹 当 且 仅 当 xt 是 G-ECT) 中 的 孤立 本 
点 )。 证 明 ， 非 空 图 局 是 以 x 为 起 目的 随机 尤 拉 图 当 且 仅 当 
G 有 尤 拉 回 咯 且 ALEG KENE P. 

25. 令 下 是 一 个 森林 ， 把 一 个 顶点 * 添 圳 到 五 中 ,并 把 
下 的 得 个 奇 度 顶 点 与 x 联结 起 来 。 证明, 用 这 种 方法 得 到 的 
图 是 以 x 为 起 点 的 贿 机 克拉 图 。 

26. 证明 ;图 G 既是 以 顶点 % 也 是 以 顶点 y 为 起 点 的 随 
机 龙 拉 图 当 且 仅 当 @ 是 偶数 条 x 一 一 y 路 的 并 ， 这 些 路 中 的 
任何 两 条 仅 有 公共 顶点 % 和 y。 

27. 怎样 定义 一 个 面 的 边界 上 的 边 数 ， 能 使 公式 (4) 对 于 
具有 括 的 图 也 成 立 ? 相应 地 改写 定理 12 的 征明。 

28*。 证明: 每 个 可 平面 图 能 画 在 平面 上 ， 合 其 中 的 每 
条 边 都 是 直线 段 。 [提示 : 删 去 一 个 适当 的 顶点 ， 对 极 大 可 
平面 图 的 阶 数 用 归纳 法 。) 

29. 一 个 无 腿 图 的 平面 图 与 有 限 图 一 样 定义 ,但 要 满足 下 
列 附 加 条 件 ， 每 个 点 有 一 个 领域 ， 其 中 也 食 至 多 一 个 顶点 
Xx, ESUPAUARCT x 的 这 相交 。 
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ER: 库 拉 托 夫 斯 基 定 理 对 无 限 图 不 成 立 ， 即 司 构造 一 
ATA TKS HTK? 的 无 限 不 可 平面 图 。 

在 在 不 包含 了 K+ 的 无 限 不 可 平面 图 吗 ? 

30. 4 di di &-« xd, 是 一 个 可 平面 图 的 度 序 列 。 


G Án Yd 5 —4 EIXGEY. dX dia, WI 


Mdi«2Ge2:!-62, 
名 


Gi) 用 对 的 归纳 法 证 明 ， 如果 na, qu 


F dint) — 62, 


P 


证 明 ， 对 每 个 at， 上面 等 式 的 等 号 都 能 成 主 。 
SU. AREARE oA diede ed, 是 


因 长 至 少 为 4《 即 没有 三 角形 ) 的 一 个 可 平面 图 的 度 序列 。 如 
果 围 长 至 少 为 g>4， 该 最 大 值 是 多 少 ? 

32- 补充 引 理 15 证 明 中 的 小 人 缺陷 ， 证 衣 。 如 果 情 况 Ci)》 
和 (ii 都 不 适用 ， 则 存在 两 个 4 EO EXER. 


注 
EM 14 LF K.Kuratowski Jur Ie probleme des courbes gauches 
en topologie, Fund. Math. 15(1930)211—283) 一 个 较 简 单 的 证 明 可 参看 G. 
A.Dirae and S,Schustec, A theorem of Karatoweki, Indag. Math, 
16(1954)343—348. 
S. A. Amitser KJ. Levitski 的 定理 (定理 14) 见 其 文章 : Minimal 


37 。 


denttles for algebras, Proc. Amer. Math. Soc. 1(1950)449—453) 本 

Wi RAPER, G. Swan, Án spplication of graph theory io 
algebra Proc. Amer. Math. Soc, 14(1963)307—373 和 Correction to" An 
application of graph thsory to slgebra," Pros. Amer. Moth, Soc. 

21 (1989) 379—880. 


. 38 * 


第 p x 电网 络 


这 一 章 的 内 容 有 上 脱离 本 书 的 主线 ， 因 此 ， 一 些 读者 可 
能 希望 是 过 去 不 学 ， 只 有 $3 前半 部 分 天 入 的 一 些 概念 将 会 在 
WS $2 中 用 到 。 

我 们 很 快 就 会 发 现 ， 此 网 络 可 以 看 作 是 图 ， 央 此， 有 关 
网 络 中 电流 的 一 些 最 简单 的 问题 ， 完 全 是 关于 图 的 问题 。 我 
们 对 图 的 简要 了 解 有 功 二 解决 这 一 问题 吗 ? .本 章 第 一 节 的 回 
管 是 肯定 的 ， 因 为 内 要 把 电学 的 基本 概念 简要 地 复习 一 下 ， 
我 们 就 可 以 使 用 后 成 树 来 解 。 我 们 在 加 中 将 会 讲 到 ， 这 些 结 
果 的 一 部 分 可 以 用 划分 矩形 和 正方 形 的 形式 重新 加 以 阐述 。 
最 后 一 节 引 入 初等 代数 网 论 ， 然 后 把 它 应 用 于 电网 络 。 

我 们 应 该 强调 的 是 ， 在 我 们 考虑 的 问题 中 使 用 的 术语 没 
有 超出 图 论 的 范围 ， 更 确切 地 说 ， 只 合用 了 生成 树 的 概念 。 


$1 图 和 电网 络 


一 个 简单 的 电网 络 可 以 看 作 是 一 个 图 ， 对 其 每 一 条 这 
ei 指定 一 个 实数 nus ri 被 称 为 电阻 ， 如 果 在 e+ 的 端点 a 和 
6 之 间 存 在 电位 整 p, MAR w, 将 在 边 ei 中 从 a 流向 5， 
它们 满足 欧姆 定律 : 


witt, 
un 


开始 时 。 我 们 的 注意 可 仪 限 于 与 图 对 应 的 电网 络 ， 代 化 
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管 以 后 ， 可 以 多 许 有 重地 ， 邯 要 考虑 重 图 ， 而 不 是 仅仅 考虑 
图 。 并 且 ， 我 们 要 给 每 一 条 边 指 定 一 个 方向 ， 从 而 我 们 可 以 
用 p 类 示 在 边 e: 中 的 电位 差 ， 闻 始点 和 终点 之 间 的 电位 
差 。 同 样 ，w; 是 通过 边 。; 的 电流 ， Be; 中 与 其 方向 相同 
的 电流 注意 ， 我 们 把 负电 流 -w; 看 作 在 相反 方向 上 的 正 
电流 。》 这 样 。 整个 这 一 节 我 们 考 虚 有 向 重 图 ， 即 可 能 包含 
车 十 条 从 a 到 的 有 向 边 的 有 向 图 。 不 过 ， 我 们 在 下 一 节 
中 ,用 ab 表示 从 ac 到 的 边 是 不 会 发 生 混 洋 的 ， 在 下 一 节 
中 ， 我 们 将 作 更 准确 的 倪 述 。 这 样 ， 
Was =T Uta, Das7 — Prao 
在 许多 实际 问题 中 ， 电 流 在 一 些 点 流入 网 络 而 在 另 一 些 
点 流出 网 络 ， 而 我 们 感 兴趣 的 是 各 条 边 中 的 电流 和 电位 差 ， 
它们 服从 著名 的 基 尔 替 夫 定律 ( 另 一 位 有 名 的 哥 尼斯 保 公 
BO 
ERRARE RAD 定律 说 ， 绕 任何 图 的 电位 差 的 
和 为 0. 
Para t Pagea t "+ Pap irn t Pipe =O 
基 尔 堵 夫 电流 定律 要 求 ， 从 任何 点 流出 的 总 电流 为 0 
Wan Wast + Wast Waw = 0 
Wb ab, ac, =, au 是 与 4 关联 的 边 ,而 w。。 E a 
流出 网 络 的 电流 的 总 量 ，(〈 与 我 们 的 约定 一 致 ，w。s = wu. 
表示 在 a 点 流入 网 络 的 电流 总 量 ) 。 对 于 不 与 外 部 点 联结 的 
点 有 


Wob T aot 0 
注意 ， 如 果 我 们 知道 电阻 ， 则 电流 定律 可 以 改写 成 对 各 
40 。 


边 中 电流 的 约束 ， 这 样 ， 我 们 可 雇 认为 ， 电 流 仅 受 基 尔 霍 夫 
定律 支配 ， 网 络 的 物理 里 征 〈 电 阻 ) 仅 影响 这 些 定律 中 的 参 
数 。 

显而易见 ， 电 位 定律 与 下 面 的 陈述 是 一 致 的 ， 我 们 可 以 
XPULA a, b, GRRR HE Vu, Vos s Wa Mb ZA 
WERZENN- Fe = pos。 如 果 网 络 是 连通 的 ， 并 给 定 各 
边 的 电位 善 p。8， 则 我 们 可 以 任意 选取 一 个 顶点 的 电位 ， 比 
如 说 亚 。, 而 所 有 其 余 项 点 的 电位 都 被 确定 了 。 在 这 一 节 中 ， 
我 们 将 解决 电位 问题 , 通常 把 某 一 顶点 的 电位 取 为 0, 但 是 ， 
我 们 必须 记 住 ， 引 入 电位 与 应 用 电压 定律 是 一 样 的 。 

在 大 多 数 基本 问题 中 ， 电 流 只 允许 在 一 点 :流入 网 络 ， 
这 一 点 叫做 源 ， 而 在 务 一 点 1 流出 ， 这 一 点 囊 做 汇 。 《以 后 
我 们 将 说 明 ， 一 般 问 题 可 以 化 为 这 些 基 本 问题 ?如果 从 s 到 
PRRNUEXUNEEw, HEM ZARRA Ep, M 
据 殉 姆 定律 = p/w 是 在 s 和 上 之 间 的 网 络 的 总 电阻 ， 作 为 
应 用 基 尔 短 夫 定律 的 一 个 例子 , 我 们 计算 在 图 工 .1 所 示 的 简 
单 网 络 中 s 和 之 河 的 总 电阻 。 


Lu V2 


Vic 


1 - 
图 工 .1 .电阻 ， 电 流 和 电压 。 

如 第 一 个 图 所 示 ， 这 个 网 络 有 5 个 电阻 ， 它 们 的 值 分 别 
为 1，2，3，4 和 5 欧姆。 如 果 假设 一 个 单位 电流 在 s 点 流 
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入 系统 入 在 上 点 流出 , 则 对 于 适当 前 e 和 了 的 值 , 相应 的 各 条 、 
边 中 的 电流 必 如 第 二 个 图 所 示 。 最 后 ， 对 各 个 顶点 剖 定 的 电 
[LV 0, Vas Vs, TV, 必须 满足 欧姆 定律 ， 因 此, 久 。=1.e 
=e, ;=2(1-e) 和 = ,+5le+/)=6e+5f。 欧 姆 定 
PELER IDAL ab gn bs 上 满足 ， 这 样 得 出 ， 

Vo=e=V +3f=2(1-e)+of 


和 
V,=68e+5f=Vi+40-e-f) 
=2(1-e)+4(1-e-f)。 
因此 
e-2-2e*3f 
和 


e+ bf -6— Ge - Af, 

这 就 得 出 e= 4/7，f= - 2/21 LV, = 6e sf = 02/21, 特别 
是 ， 从 s 到 1 的 总 电阻 是 (7,- 了 /w= 62/21. 

如 果 我 们 注意 到 对 所 有 电流 和 电位 差 基 尔 霍 赤 方程 是 线 
性 的 和 齐 次 的 ， 计 算 常 常 可 以 化 简 。 这 蕴含 下 面 的 琶 加 原 
E: 解 的 任何 线性 组 合 还 是 解 。 作 为 倒 加 原型 的 一 个 应 用 ，、 
- 我 们 可 以 证 明 ， 从 多 个 源 和 汇 产 生 的 任何 电流 ， 可 以 用 又 加 
属于 一 个 源 和 一 个 汇 的 电流 来 求 得 ， 即 上 面 齐 述 的 基本 问题 
的 解 可 以 用 来 解 一 般 的 问题 。 并 且 ， 痪 加 原 更 直接 蕴含 ,不 
论 源 和 汇 如 何 分 布 ， 至 多 存在 一 个 解 。 事 实 上 ， 两 个 不 同 解 
的 差 是 这 样 的 流 ， 在 其 中 任何 点 没有 电流 流入 或 流出 网 络 。 
如 果 在 这 个 流 中 ， 从 a 到 避 的 某 条 过 中 存在 正 电 流 ， 则 根据 
电流 定律 ， 正 电流 必 从 5 流向 c， 然 后 从 c 流 向 d， 等 等 ， 
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给 出 一 条 迹 abede, 因为 网 络 是 有 限 的 ， 这 条 迹 一 定 会 返 
中 到 以 前 经 过 的 某 个 点 。 这 样 ， 我 们 得 到 一 个 回路， 在 它 的 
边 中 正 岂 流向 一 个 方向 流 。 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 这 效仿 ， 
回路 的 每 个 项 点 的 电位 严格 大 于 共 下 一 个 顶点 的 电位 。 

在 证 明 解 的 存在 性 以 前 《如 果 我 们 相信 物 珠 解 释 ， 这 一 
点 是 明显 的 ) ， 我 们 来 计算 两 个 网 络 的 总 电阻 。 除 了 网 络 是 
很 小 的 情形 之 外 ， 计 


算是 很 复杂 的 ， 而 电 # 

M ) AN, 

技巧 能 使 得 这 些 计算 "n vien 

简化 。 Ve M 
HI.2 中 的 很 Eo ttt oe 

篇 单 的 网 络 给 出 两 个 EE. IBEERDEEERU RU. 


EEr 和 rs， 在 第 一 个 图 中 串联 ， 在 第 二 个 图 中 并 联 。 令 
通过 网 络 的 从 s 到 的 电流 的 大 小 为 1， 总 电阻 是 多 少 ? 在 
第 一 种 情形 时 

Vaari AVV tro ri tr, 
故 总 电阻 是 

rari +r, 
在 第 二 种 情形 ， 它 们 是 并 联 的 ， 如 果 通 过 第 一 个 电阻 的 电流 
为 e， 则 通过 第 二 个 电阻 指 电 省 为 1- e， 因 此 


V,=rie=rs(1 ~e€), 
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而 总 电阻 为 
1 


= fuf i-i. 
ritrs rm r, 


这 表明 电阻 的 倒数 ， 即 电导 与 电阻 本 身 一 样 是 很 自然 的 入 
念 ， 事 实 上 ， 这 个 粮 念 用 起 米 更 为 方便 一 些 ,特别 是 在 $3 中 。 
《电阻 为 1 欧姆 的 边 的 电导 是 1 姆 欧 ) 。 现 在 我 们 证 明了 ， 

串联 时 电阻 相 加 ， 而 并 联 时 电导 相 加 。 

当 考 点 欧姆 定律 的 菜 些 极限 情形 时 ,使 用 电导 特别 方 
便 。 如 果 边 ab 的 电阻 为 0， 则 必 有 六 ,~ 六,， 而 从 电学 观点 
看 ， 这 两 个 顺 点 可 以 看 作 吓 同一 个 ,俗称 a“ 短 接 ” 于 6。 
当然 ， 如 果 有 其 它 理由 使 廊 , =s, a 也 就 可 以 短 接 于 5, 作 
为 另 一 个 极端 情形 ， 我 们 可 以 引入 电导 为 0 的 边 而 不 影响 电 
流 和 电位 ， 相 反 。 我 们 可 以 割 斯 一 条 边 ， 使 它 的 电导 为 0。 
当然 ， 电 阻 为 0 的 边 就 是 有 ce 电导 的 边 ， 而 电导 为 0 的 边 就 
是 有 co 电阻 的 边 。 

现在 我 们 来 看 一 下 ， 热 悉 电 阻 的 趾 联 和 并 联 以 及 短 接 项 
点 的 可 能 性 之 后 ， 对 帮助 我 们 确定 总 电阻 有 什么 用 。 例 如 ， 
我 们 下 一 个 自立 方 体 的 各 边 构 成 的 网 络 ， 其 中 每 条 边 的 电阻 
为 1 欧姆 ， 跨 过 边 st 的 总 电阻 是 多 少 ? 使 用 图 1。3 中 第 一 
个 图 的 记号 ， 我 们 看 到 : WEHREN. =V. MVV 获 
2 可 以 短 搂 于 o， 而 f 可 以 短 接 于 d， 这 给 出 第 二 个 图 。 从 
现在 开始 ， 我 们 可 以 简化 串联 和 并 联 的 电阻 ， 直 到 我 们 求 得 
总 电阻 是 7/12。 知 道 这 此 忆 后 ， 易 于 求 得 记 有 的 电流 。 

实际 计算 中 的 另 一 个 重要 方法 称 为 星 一 三 角 变 换 。 奶 果 
一 个 顶点 v 恰 邻 接 于 三 个 顶点 a、&8 和 e， 它 们 分 别 出 电阻 
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BIG, 计算 立方 体 的 总 电阻 ， 


HA Bn C 的 边 联结 ， 则 称 ”是 一 个 星 的 中 心 ， 这 如 图 
Y.4 的 第 一 个 图 所 未 。 如 果 不 多 许 邮 流 流入 或 流出 v， 则 我 
们 能 用 图 工 . 的 第 二 个 图 所 示 的 三 角 图 来 代 符 这 个 星 , 因为 
读者 易于 验证 ， 跨 过 三 对 顶点 05，6bc 和 ca 中 的 任 一 对 的 总 
电阻 在 这 两 个 网 络 中 是 相同 的 。 当 然 ， 我 们 也 可 以 农用 反 变 
dà, H|A-ÓB'UCUUT, B-C'U/T 和 C=AiBWT RE A, 
B' 和 C'， 此 处 T= 各 + 了 +C'。 附 带 说 明 一 下 ， 如 果 我 们 
在 第 一 个 变换 中 使 用 电阻 ， 而 在 第 二 个 变换 中 使 用 电导 ， 公 
式 就 变 成 对 称 的, BC BC/A Rua - Bey tya 
此 处 a，B，… 是 电导 。 


C=5/C Bres;B 


E 


EY, BEBEK S-4B83 BC CA, 
* db s 


E 
APRSIÁA 


颖 为 星 一 三 前 变换 的 一 个 庶 用 ， 我 们 来 计算 路 过 四 面体 
一 条 边 的 总 电阻 ， 其 中 电阻 如 图 芷 .5 所 示 ， 这 些 图 帮 是 一 看 
RAAR 
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WE., A- ZARA, 

我 们 用 稍 带 理论 性 的 一 点 评注 来 结 来 这 一 节 。 我 们 将 证 
明 解 的 存在 ,更 准确 地 说 ,我 们 将 证 明 ， 如 果 大 小 为 1 的 电流 
通过 网 络 ， 则 在 一 条 边 中 的 电流 可 以 用 某 些 生成 桂 的 数目 表 
孙 。 为 了 简便 起 见 ， 假 设 网 络 的 图 是 连通 的 ， 每 条 边 有 单位 
电阻 ， 大 小 为 1 的 电流 在 端点 s 流入 而 在 端点 上 流出 。 
EET Hog dob, BN (s,a,b,) ER G 的 这 
样 的 生成 树 的 数目 ， 在 其 中 从 s 到 上 的 《唯一 的 》 路 依次 包 
gamt, 同样 定义 N 《3,6,4,1) , REN ERG 的 生成 树 
WEGE. e wii (NG,a,5,0) =N G,6,a3,0)/N. 

JE GB eR ISP HEMCRUE NET. 对 每 条 边 ob 都 有 
大 小 为 was 的 电流 从 a 流向 6, 则 存在 从 到 + 的 大 小 为 1 的 
总 电流 ， 它 满足 基 尔 翟 夫 定 律 。 

证 明 ， 对 每 棵 生成 树 TP, RUE s 的 一 个 邻 后 项 点 xyy 
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uie T disti Pr E. RS, UN Gus b =N, 


sre 
KAET Os 的 名 接 硕 点 的 集 ， 国 为 对 每 个 顶点 2ED(s)， 
JONG b.s D - 0， 我 们 得 多 人 use =1， 根 据 对 称 性 ， 


(ÍT 


Tweci KENARDA l8] NE s LI 8 IL ZE t ali 


Hb, BRER URL RAN FR 

为 了 证 明 此 定理 ， 我 人 必须 证 朋 ， 如 果 在 其 它 任何 点 不 
允许 在 筷 流 流入 或 流出 网 络 ， 划 电流 和 电位 定律 得 到 满足 。 

PARIKA BUE. UT MH, HN SEU 
的 电流 。 一 个 生成 衬 7 了 提供 给 某 个 与 s 和 上 均 不 同 的 项 点 y 
的 流入 和 流出 的 电流 各 多 少 ? WR y 不 在 :一 :路 Pr 上, W 
T3 NG,x,y,DHNGy,x,DASAEJE, W An v 
Tesi Prosexyset pb WTIBIHCRNGsyzD, 
它 也 把 lf NGxy,D. REZ, T AUN 119 ry 
流入 y， 并 使 大 小 为 1 的 电流 流出 y, PE EAER N 
E. 

当 全 部 边 有 同样 的 电阻 时 ， 电 位 定律 更 求 在 一 个 定 了 前 
的 圈 中 的 总 电流 为 以。 为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 也 像 前 面 那 样 
敌 ， 但 是 ， 要 先 将 N(s,4a,8,1) 的 定义 稍 加 改写 。 如 果 一 个 
森林 恰 有 两 个 分 支 Fu Fu sk Fon, tE Fo, 就 称 
JESEROS IUBE. JU IN Gua b D EE CF AbC E, BN IAM 
P-FQJFEQMPÉH,. m N (sb,a 昌 可 类 似 地 定义 。 那 么 ， 
Bak P = 卫 ,UF 提供 给 一 个 回 的 总 电流 是 多 少 呢 ? 它 是 从 
FI F HEARRE RAA F3 玉 , 的 圈 边 的 数目 ， 所 以 
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iie EGET SURTS, Mári ER e a 
时 的 解 。 对 于 一 个 生成 柑 了 ， 定 义工 的 权 w(7) 是 它 的 各 边 
的 电导 之 积 。 令 六 * 是 所有 生成 树 的 权 的 和 ， 令 NN*(s,4,6， 
四 是 这 样 的 生成 柄 的 权 之 和 其 中 在 《唯一 的 ) s 一 ! 路 上 6 
在 a 之 后 ,而 令 N*(s,b,0,1) 2 N*G,a,b s). 

定理 2 。 存 在 满足 基 尔 霍 夫 定律 的 电流 分 布 ， 在 其 中 大 
小 为 1 的 电流 流入 s JNN to TEW ab pii (c (CN 
(5,a,5,1) 一 NN*(s,b,4,1)}/N* 给 出 。 口 


推论 5， 如果 各 边 的 电 时 都 是 有 再 数 ， 而 且 大 小 为 1 的 
电流 通过 网 络 ， 凤 在 每 条 边 中 的 电流 均 为 有 理 数 。 G 


$2 用 正方 形 拼 成 正方 形 


这 一 节 我 们 谈 谈 趣味 数学 的 问题 。 我 们 感到 有 必要 注意 
从 趣味 数学 中 产生 的 一 个 与 时 网络 有 关 的 著名 问题 。 存 在 完 
美的 正方 形 划分 吗 ? 换言之 ， 能 不 能 把 一 个 闭 的 正方 形 划分 
成 有 限 个 《但 至 少 两 个 》 大 小 互 不 相同 旦 仅 在 边界 上 祖 交 的 
正方 形 区 域 ? 

我 们 考虑 把 正方 形 拼 成 矩形 ,比如 说 , 像 图 工 ce PIOS IRE 
An 在 正方 形 中 的 数 是 其 边 长 。 我 们 从 锋 铬 铁合金 《或 任何 
其 它 的 具有 低 电 导 的 材料 》 板 上 切 出 这 个 矩形 ， 并 把 两 根 银 
(或 某 种 高 电导 材料 ) 制 戚 的 棒 分 别 放 在 其 厌 上 和 底下 。 
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A peykE TRE BUB MEE T RAE, uid RA HRS 
0 伏特 ， 将 会 出 观 什 么 情 襄 ? 当然 ， SANIA DEY 
HIET. ERE, MEER BRL ARI :在 
高 为 x 的 点 的 电位 将 是 Xx 伏特。 并 且 ， Rete 
流 ， 电 流 仅 从 项 上 流向 愿 下 。 如 果 (1) 我 们 把 一 些 银 棱 让 在 


各 上 正方形 的 水 平 边 上 ,和 (ii) WREGEAISUESESE MAT. 
7。 第 一 图 所 示 ， 这 秤 ， 电 流 根 本 不 变 。 
3 Vs=1 
2 
4 a Fx 
2 
b 一 3 
E 3 
Jd to UU 
BI., 正方 形 拼 成 的 〈 非 I. 与 我 们 的 矩形 相 联 系 
FRRO TE., 的 岂 网 络 。 


现在 ， 因 为 银 基 很 好 的 导体 ， 得 个 银 榨 的 两 端 都 被 短 
接 ， 因 兹 可 以 把 它们 等 同 起 来 。 这 样 ， 作 为 一 个 导电 体 ， 惑 
个 矩形 可 以 君 作 如 图 五 ，? 第 二 个 图 盾 示 的 平面 网 络 , 其 中 ， 
一 条 边 的 电导 等 于 对 应 正方 形 从 顶 到 底 的 电导 。 显 然 ， 撼 形 
从 栅 到 底 的 电导 与 水 平 边 的 长 成 正比 ， 而 电阻 与 重 直 边 的 长 
成 正比 ， 央 此 ， 所 有 正方 形 有 同样 的 电阻 ， 比 如 说 有 单位 电 
FH. WO Y. TPRI AAA PG. 在 一 条 边 中 电 
ERRED? 它 对 应 于 正方 形 的 边 长 。 整 个 系统 的 由 阻 是 多 

«a9 e 


Jb 它 是 原来 的 大 和 矩形 的 水 平 边 与 季 真 边 之 比 ， 隐 为 776。 

因为 上 面 的 过 程 是 可 赣 的 ， 即 每 个 可 分 成 正方 形 的 矩形 
可 以 岂 菜 个 网 络 效 得 。 这 样 ， 我 们 就 有 了 一 种 有 效 的 工具 米 
帮助 我 们 研究 可 划分 成 正方 形 的 正方 月 。 取 一 个 连通 的 平面 
图 全 ， 令 其 每 条 边 的 电阻 为 1， 我 们 就 把 它 变 成 了 一 个 电网 
络 。 计 算 从 顶点 s 到 顶点 的 总 电阻 ， 如 果 它 也 是 1， 网 络 
就 可 能 对 应 于 一 合适 当 的 可 划分 成 正方 形 的 正方 形 。 如 果 各 
边 上 的 电位 差 艾 不 同 ， 即 所 有 正方 形 前 大 小 均 不 同 ， 则 我 们 
就 得 到 一 个 可 划分 成 正方 涝 的 完美 正方 形 。 

当然 ， 在 这 里 我 们 的 问题 还 二 没有 和 解决， 甚至 我 们 还 
不 知道 是 否 确实 存在 一 个 可 划分 
a | 7| 成 正方 形 的 正方 形 ， 但 是 ， 上 述 
rps 方法 使 我 们 可 以 系统 地 寻求 解 


s aps s] 等。 虽然 在 电子 计算 机 的 独 助 下 
p 已 经 发 现 了 许多 可 划分 成 正方 形 


n 2 的 正方 形 ， 但 是 ， 最 早 的 两 个 例 
J — 子 是 由 Sprague 在 1939 年 和 
ELS. 正方 形 拼 成 的 完美 正 nosci. Smith, Stone fii Tutte 

方形 ， 用 21 个 大 小 不 
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meer cmmmu 10 年 在 没 合用 电子 计算 机 
*E. 的 情形 下 找到 的 。 拼 成 一 个 正方 


形 最 少 要 用 21 个 正方 形 +; FELT. 8 给 出 了 这 种 拼 法 ， 它 由 
Duijvestijn 得 到 ， 事 实 上 ， 这 是 仅 有 的 一 个 21 阶 拼 法 。 
将 矩形 划分 成 正方 形 的 方法 与 电网 络 之 问 的 联系 ， 使 我 


十 指 大 小 于 两 不 民 的 正方 形 一 一 校注 。 
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们 得 出 一 个 很 好 前 结果 ， 这 个 结果 首先 册 Dehn 在 1903 华 
ipio. ie 3 告 折 我们， 如 果 每 地 丰 电 取 1， 而 大 小 为 
1 的 电流 通过 这 一 系统 ， 则 在 每 条 过 赴 电 流 的 值 是 一 全 有 下 
数 。 这 可 翻译 成 下 面 关 于 划分 策 形 成 止 方形 的 结 末 。 

定理 4。 如果 一 个 算 形 可 以 划分 成 一 些 正 方形 ， 则 该 拭 
形 的 两 条 邻 边 之 比 二 有理数 。 o 


同样 ， 抵 形 可 以 划分 成 一 些 正方 形 当 且 仅 当 它 可 以 划分 
成 一 些 全 等 的 正方 形 。 

显而易见 ， 电 网 络 可 以 用 来 获得 将 矩形 划分 成 具 丰 指定 
形状 的 矩形 的 划分 法 ， 电阻 为 > 的 一 条 边 e 对 应 于 一 个 高 是 
底 的 倍 的 摔 形 。 请 读者 解答 基于 这 种 简单 的 起 法 的 练习 ( 练 
IID, 另外 一 些 练习 是 与 此 有 关 的 装 箱 问 题 〈 练 习 
13—15) o 


5 ”与 图 相 联系 的 向 量 空 间 和 矩阵 


图 G 的 顶点 空间 C.(G) 是 由 从 亚 (G) 到 C 的 所 有 函数 
组 成 的 复 向 量 空间 。 同 样 , 边 空间 C ORRA EOR CH 
折 有 函数 组 成 的 复 向 量 空间 。 在 这 些 定义 中 ， 有 时 用 二 阶 域 
了 2 或 其 它 域 来 代替 复数 域 是 方便 的 .我 们 取 F(G) = {v1, vz， 
esU} A ECG) = (ei, ez, e, 6s), Bil dimCo(G) =n, 


而 dimCi(G) =m。C。(G) 的 元 素 通常 写成 x= Eno 


x2 GT ER E s RUE oi 是 顶点 的 形式 和 , 但 是 ， 
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WERNE o AWRAT (O 一 >C， 此 函数 除了 在 4, 为 1 
之 外 处 处 为 0， 则 visos. cut. 是 CL (D 的 基 ， 而 上 面 的 
和 只 是 将 Co(G) 的 一 个 元 素 用 此 元 素 米 表示 。 加 样 ,Ci (GY 


的 元 素 可 以 写成 y= Doe y OD RIRO, v2 


c, am) 是 顶点 空间 的 标准 基 ， 而 (el,ez，…en) 是 边 空间 的 
标准 基 。 我 们 将 对 这 些 空间 引入 内 积 ， 在 其 中 ， 环 准 基 是 标 


WEZH, KP 了 xy 


在 这 一 节 中 ,我 们 主要 过 论 边 空间 C，(G) ,首先 , 我 们 定 
广 两 个 子 空间 ， 它 们 互 为 正 交 补 。 令 工 是 G 中 的 一 个 图 , 它 
AREI PEL XE IS] L uus, Merian: Hei 的 方 
TEE uj lus. Wik ei 与 工 同 向 。 这 个 有 向 加 工 可 以 等 
辣 于 C1(G) 的 一 个 元 素 zi 
如 果 e;EE(L) 且 ei 与 工 间 疝 ， 
co 如 果 e1EE(L) 且 ei 与 工 不 同 向 ， 
0 WREE. 
个 简单 的 例子 如 图 下 .9 所 示 。 用 Z(G 表示 当 工 遍历 圈 
的 集 时 ， 由 向 其 zz 所 生成 的 C(O 的 子 空间 ，Z (6G) 是 6 
UT FIM 


LE es 


fio t? ELO. WAALER 
: ~、 EH E C (Ohe 


应 的 向 量 是 #5 ={ -1 


e, 5171109), 
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RE, & PIE GB MA TV-VIUVS FBA 
V,SyVz 的 边 集 EG',,V, xxl a 3f8n dt —4- Wl. 
HAE PAEUDOR T XE REA, XE Ci OO dE dE A 
up» HAN: 

1 RR e AV. B, 
usle) =j-1 We AVN 
0 如 果 e; gEV, Vo. 
我 们 把 由 所 有 割 向 证 un 生成 的 边 空间 Ci (O 的 子 空间 记 作 
U(G), UO E C ftii GERD 空间 。 

定理 5。 内 积 空间 C,(G) REBEL HL ZG SE ERI 
UU(G) 的 正 交 直接 和 ,如果 全 有 2 个 顶点、m 条 边 和 个 分 
X, nl 

dimZ(G) -m-n*h 和 dimU(G)-n- kh, 

证 明 ， 首 先 我 们 来 证 明 ，Z(G) 和 局 (G) 是正 交 的 。 令 上 
JE — ^, m PARA SVIUVS. WEIL, Up 
FHA? 它 只 不 过 足 乙 中 没 工 方向 从 V. 到 六 的 边 数 减 去 
AVV: 的 这 数 。 这 样 ， 对 每 … 个 加 和 划分 P. dg lZ 
山 》=0、 故 Z(G) 和 各 UCO) 是 下 交 的 。 

因为 C,(G) 的 维 数 是 边 数 mm, 如果 我 们 能 证 明 dimz (C) 
zm-n* 1 和 dimU (O >n- 1, 则 两 个 断言 都 将 得 到 证 明 。 首 
35, 我 们 在 G BARR TREI A. 一般 情况 易于 
由 此 得 到 。 

XE, RENC 是 连通 的 ， 即 名 =], TEGH— 
BERR. Rupe RI] T 来 给 出 ZKG) 中 的 六 -4+ 工 个 独立 
HARUO 中 的 = -1 个 独立 回 量 。 我 们 可 以 这 样 来 选取 


过 的 下 标 ， 使 得 el，eay …yev-: AW T R, esses 
，en 是 其 余 的 边 ， 即 人 ny. 

我 们 知道 ， 对 每 条 时 e Umm, E-i OE—B XE 
BHL Ci. tze (e) —1, WDXPRREARGUERNUG e, BAS 
nf ise, dízc,te0 =0。( 简 记 为 : 如 果 ma, Ze, le) = 
ez es $i JE Ab di Æ Kronecker jd 
| 3. P 我 们 称 C; 是 属于 ei 的 基 
+E (AFD ,而 ze, 是 一 个 
基本 图 向 量 OLSI.10. 
同样 ， 吉 除了 的 边 e:， 生 成 树 
剩 下 的 部 分 变 成 两 个 分 支 。 令 

en Vi 是 包含 ei 的 起 点 的 分 支 的 顶 

图 1 ,10. 属 于 eo 的 基本 天 向 最 点 集 ， 而 Vt 是 包含 ei 的 终点 的 
Æ zo, = g9- €a *€1* 4 

ee "rr" 分 支 的 顺 点 集 。 如 果 P 是 划分 

EAREN ne V=Vi UV, WHISK- 

—e107 eg, 显然 有 un C0 -Óu. 制 

EVI, Vi) 是 属于 e: CET TOR 2E, T ug, 是 基本 

HE. 
显而易见 ，{zc ,: <Si<Sm} 是 图 向 量 的 一 个 独立 集 。 事 


实 上 ， 如 果 z= 马 41zc ;=0， 则 对 每 个 j2>n， 我 们 有 0= 


z (e) = Dhdu=yo Wib BARRA; 均 为 0。 同样 ， 


对 leen 1, 基本 制 向 此 un; 也 是 独立 的 ,因此 ,dimZ (G) 
zm-n*ld$dimU(G)zn-3), REENER. 
55b 


RA, BARSI 可 向 情 形 8=1 NAA. DN, 
ME GAHE G Gow, C. Co GO eS) CL CC, 
CG), eC (CV HEERA WB ZG =Z) N 
C (GOM UQ 0 -UGO DC Q 0. 

mi 

上 而 的 证 明 表 骨 ， 称 为 GHABH dimz (G)， 和 dim 
UG) 独立 十 用 以 定义 边 空间 的 域 。 在 证 明 中 生成 树 的 使 用 
不 是 必要 的 ， 在 某 些 情形 下 , 例如 在 可 平面 图 时 ,存在 别 的 自 
REEMA (ARS 16。) 

TER JUPE ERE TERRE PO Po Rz ERE É D e W Ai 
Pk. N G 的 邻接 给 阵 -=A = (a; RE — nx n pe, c 
定义 为 ， 


ot 1 如 果 viwE BE(G)， 
o 和 否则， 
为 了 定义 图 的 关联 年 阵 ,如 定义 圈 空 间 和 制 空 记 时 那样 ,我 们 
再 考虑 边 的 一 种 定向 。G OMXERBERB-B()-0,) 是 一 
个 nxm 祭 阵 ， 其 定义 为 : 
1 WẸ v 是 e 的 始点 ， 
pii=1-1 WA v E e EA 
o FÈ. 
在 这 两 个 给 阵 妇 各 之 间 有 一 个 简单 的 关系 。 
定理 6。 BB'=D-A, Wib B XIR B HW, V 万 是 
nx nO fed de Mr Oo, 是 顶点 w 在 C 中 的 度 dn. 


WE, (BB): 是 什么 ? EED bubn 如 果 i=j， E 
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为 dlv)， 如 果 v, 是 一 条 边 ， 它 是 ~1 GUR ei =v K 
HEA v 到 u， 则 ba=1 -1 = ~]， 而 记 有 共 它 乘 
积 均 为 0) ， 如 果 vio PEME ij, EH 0o a 


我 们 可 以 、 并 且 准 备 把 矩阵 A HDD SATER PEE 
换 有 4; Co(G) —Co(G) LB: Ci iG) —59Co (G)， 它们 可 


州 标准 基 定 义 为 ， (4X) ,= Maux RO) i 2,6», ui 
ELI j=l 


果 我 们 想 叙述 得 更 严格 ， 要 把 顶点 或 边 空间 中 的 向 量 写 成 列 
向 其 ， 或 者 记 Ax 和 By:， 此 处 1 为 转 异 记号， 因为 不 会 混 " 
活 ， 我 们 就 不 必 这 样 做 了 ， 如 呆 C 是 图 ， 则 显然 ，Bzc= 
0ECo(G) ， 事 实 上 ， 很 容易 证 明 《〈 参 看 练习 17 〉 圈 空间 愉 
A BE. ZIE B EON OD) =m- (一 2 十 了 -n-h. 
并 且 ， 召 的 转 轩 把 Co (GO BUR (O, T B HB Io Duel 
空间 (SRRY 18》。 

在 第 在 章 中 ， 我 们 将 比较 详细 地 讨论 邻接 矩阵 的 特征 值 
和 特征 向 贡 ， 在 这 一 节 中 ， 我 们 使 用 这 些 年 阵 来 解 第 一 节 中 
讨论 的 电网 络 问题 。 上 ， 基 尔 霍 天 首先 认识 到 可 以 将 短 
阵 代数 应 用 于 图 论 ， 就 是 与 电网 络 有 关 的 部 分 。 

我 们 如 何 用 年 阵 和 边 空间 中 药 向 量 来 舟 述 基 尔 堆 天 定律 
W? 假设 CU 是 我 们 的 电网 络 的 图 ; VG) = Qoi, v2, n, 
v2] EG) ={e1，e2，…，em,}， 网 络 是 连通 的 ， 并 月 
有 电压 发 生 器 保证 在 vu; 和 v0; 之 闻 的 电位 差 是 g;- gi 伏 ， 
ISIK Ske H TARRE S 3E A 定律 , 我 们 把 
顶点 o. 添加 到 CO, ABES vivr eso 联结 起 来 ， 
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HARAG. Amam +k emi, os; Ói-1,2,-.h, 
WV G) (vi o2 Un} EG m (61,2270). 
给 C 的 以 一 个 任意 的 定 网， 并 令 w 是 边 ei 中 在 ei 方 
向 上 流 的 电流 的 大 小 ,这 样 ,w; = - 1468 1 安培 的 电流 沿 e; 
的 道 向 流 过 .对 每 条 新 边 ea';; HUP o. Slo. ITE ORA 
Wasi EHE v: 流入 网 络 的 总 电流 ,wn',i= 一 1 也 表示 1 安 堵 
的 电流 在 o: 流出 网 络 。 向 量 W= (wi, u2, wa) EC (G) 
荐 电流 向 量 。 用 这 样 的 记号 ， 基 和 尔 填 天 电流 定律 取 形 式 ; 
Bw=0. a 
JB ABPEJE SOR SOR ERE RERE ERE e pi 
是 在 边 e; HREN, HEP Gips b EC1(G) 是 
电位 向 量 。 岂 位 定律 说 : 对 每 个 回 zZ€EC1CG)， 有 《z,p》= 
0。 我 们 把 这 有 必要 的 信息 集中 在 一 个 短 阵 中 而 不 是 对 每 个 
FAR. WAIE, RHE C 中 选取 一 柠 生 成 T, 并 
乓 定 它 的 边 使 el ye2,…，enw-1 是 该 树 的 边 ,而 e:，er41， 
UU, Ca ERR. ARCA mx m-n DM, ROS SUE 
属于 边 ey i Gal, mono DIISCERIII E Zes. 
因为 基本 圈 向 量 构成 圈 空 间 的 一 个 基 ， 电 位 定律 就 取 形式 ， 
Ctp-o, 
些 处 C KR C 的 转 置 。 2) 
现在 ， 为 了 求 通过 C 的 边 的 电流 ， 我 们 还 要 有 一 个 方 
称 ， 即 联系 电位 与 电流 、 纪 导 和 电压 发 生 器 前 方程 。 对 也 
iem, 4 d, 是 边 ei 前 电导 ,并 要 求 每 条 新 边 ej Qm +1) 
di ORE. FURR, XP imm, d dio, PIRA SA 
Toii. he. REDE. 4 D Xd mx mzta, dtu 
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GOD -di, Efi, & 920,0, 9,90 ECG) 
JUBHERAEAEE BU, MERI 
p-Dweg. . [5 

这 个 方程 包含 了 除 基 尔 堆 赤 定律 之 外 的 关于 电流 的 所 有 从 

为 了 对 W 和 Pp 解 (1)、(2) 和 (3)， 我 们 将 把 C1(G) 划分 
Jü Erf Es, WAL Er TRH T AEREE. M Ew 
是 由 各 条 张 即 不 在 权 7 中 的 边 生成 的 子 空间 . 令 w = (Wr, Wa) 
Wü po Qr Po EASRA JE, TE BERBER B ME 
JG, Ki 


C=(Er) 和 B-'ünBo. 
因为 C 的 列 是 基本 圈 ，Cy 是 Gm-#+1)x (m-s- DR BEAR 
W 1m-wt1。 因 为 所 有 的 图 均 在 8 的 核 中 ,BC=0, 故 BC v, 
这 给 出 8rCz = - By. 现在 读 考 可 以 验证 Br 是 可 逆 的 
《练习 19》， 因 此 

Crz - Br! By, 
有 了 这 些 淮 备 之 后 ， 可 以 得 容易 地 解 我 们 的 方程 。 

定理 7. 满足 方程 p= Dw+9 的 电流 Ww 下 
w= -CCDC -1C'g 给 出 。 

ER: 方程 (1) 蕊 含 Brwr+ BnWx=0， 故 Wr= = Br! 
BnWn =Crww， 因 此 ，W =-Cwy。 结 合 (2) 和 CO 我 们 求 得 
CDw+C9=0， 故 (CDC)ww = -C's 因为 很 容易 证 盟 
C'DC 是 可 逆 的 , .结果 就 被 证 明了 。 Lu 
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显然 。 不 仅 当 G 和 9 如 上 奋 定 义 的 那样 ， 而 且 对 时 种 更 
一 般 的 情形 ， 冠 理 了 都 成 立 。 事 实 上 ， 下 列 条 仁 是 存在 唯一 
电流 w 的 充分 条 件 《并 且 或 多 或 少 也 是 必要 的 》 XM 
gidi=0， 而 且 具 有 di 038 e 形成 一 个 连通 子 图 。 

进一步 ， 此 结果 对 重 图 ， 即 有 若 于 条 这 联结 同一 对 顶点 
的 “图 ”成 立 。 读 者 要 证 明 这 一 事实 ， 必 须 检查 所 有 概念 
(关联 短 阵 ， 周 和 制定 向 ， 芷 本 区 和 制 》 玫 能 象 前 面 那样 定 
义 ， 面 结果 的 证 明太 变 。 

如 果 考 虑 重 图 ， 我 们 可 以 不 在 网 络 的 图 GF 中 添加 新 顶 
点 ， 而 用 稍 简 单 的 形式 建立 定理 7。 这样， 如 果 电 流 在 大 点 
a 流入 G"， 在 顶点 5 流出 ， 则 我 们 用 一 条 具有 0 电导 的 新 过 
e 联结 a。 和 5 Co 利 台 诛 已 有 边 联结 时 ， 也 这 样 做 ) ， 并 且 要 
R GER I= (0,0,…,0,1) ， 此 处 。 是 最 后 的 一 条 边 ) Ee 
中 的 电位 差 为 1。 使 用 这 种 办 法 ， 我 们 可 以 验证 ， 在 et 中 的 
电流 与 总 电流 〈 即 在 e 中 的 电流 ) 的 比 确实 由 $1 中 的 定理 1 
给 出 ， 但 是 ， 这 个 验证 宛 长 而 又 复杂 ， 另 一 方面 ， 很 容易 用 
3KIBUAE PEORES HB HE REI AR. 

为 做 到 这 一 点 ， 我 们 要 使 用 西 个 事实 。 第 一 个 事实 是 对 
Br 是 可 洲 的 这 一 论述 加 以 推广 ， 如 果 对 应 于 Br B PUR 
HRR, M BRI— cQ - Dx G- 攻 子 第 阵 的 行列 式 的 
模 为 1， 否则 为 0〈 参 看 练习 19) 。 第 二 个 事实 是 线性 代数 
中 的 Cauchy—Binet 公式 ， 它 说 ， WRK EA bx oA 
阵 (p 筷 9)}， 面 工 是 一 个 gx 上 p 短 阵 , 则 detKL= E detK, 

4 


六 = 加 detKodetL。， 共 中 求 和 是 对 {1,2,…,9} 的 所 有 p 一 
T 
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TEPÓGU. MK EKA px p TEM, Ci M PI 
元 素 称号 的 列 构成 的 K ETER, m Lk LS TOME, E 
是 由 工 的 对 应 的 行 构成 。 综 合 这 两 个 事实 , 我 们 得 到 下 而 的 
公式 。 


定理 8。C 的 生成 全 的 数目 是 det BB. 口 


练习 


1-。 验 证 星 一 三 角 变 换 中 的 公式 。 

在 练习 2 一 6 中 ,假设 所 有 的 边 都 具有 单位 电 胆 。 

2-。 计 算 图 了 ,1 中 的 图 在 顶点 2 和 3 之 问 测定 的 网 络 
* E. ' 

3， 计 算 立 方 体 的 每 对 不 国 的 顶点 之 间 的 电阻 。 

4，(g) 八 面体 ，(b) 十 二 面体 ，《0) 二 十 面体 的 面 个 邻接 
顶点 之 间 的 电阻 是 多 少 ? 

5。 假 设 连 通 网 络 的 每 条 边 都 相同 桩 数目 的 成 生 树 中 ， 
证 明 ， 在 两 个 邻接 项 点 之 间 的 总 电阻 是 (8- DJe， 中 处 4 是 
网 络 的 阶 面 e 是 网 络 的 级 。 用 练习 4 验证 你 的 管 案 。 

€. EE Sf E— fo, ECT TRES PE 
XopkEGWORE. 

7。 给 出 定理 2 的 详细 证 明 。 

8。 RHAL. 1 中 表明 的 可 划分 威 正方 形 的 矩形 。 

9， 什 么 桩 的 可 划分 成 正方 形 的 竹 形 对 应 于 图 于 ,12 的 
LESEJLLLLEME PPS EIE 

10"。 对 应 于 练习 3 中 的 立方 体 的 网 络 ,有 多 少 个 本 质 上 
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图 工 .11，69x 61 的 划分 成 正 图 工 .12。 一 个 平面 网 络 。 
ED 
LELEEPTZSTPEIETA 
11。 求 与 图 工 .13 相对 应 的 拼 法 。 
12。 求 图 工 . 14 给 出 的 简单 的 完美 的 划分 成 正方 形 的 正 
FP Až 1. Wilson 在 1964 年 发 现 的 。》 


BI., 具有 不 同 电 阻 的 图 上 .14, 给 出 完美 正方 形 的 一 
达 的 一 个 网 络 。 个 网 络 ， 
13. EH: 等 边 三 角形 不 能 分 成 有 限 多 个 不 全 等 的 等 边 
三 角形 。 
14。 证明; 如果 长 方 体 可 以 分 解 成 立方 体 ， 则 其 邻 边 之 
WAGE. ` 
15. EH: 立方 体 不 能 分 解 成 有 限 多 个 不 全 等 的 立方 
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体 。 

16。 证 明 ， 三 平面 图 中 ， 各 个 有 界面 的 达 界 构成 一 个 图 
EH > 

17。 TEY A E ARAE B E XARA C, (O 
Co(lG) 的 核 。 

18. PEDRE EH: ARZEN BB! 定义 的 映 
A Co) 一 >C1(G) 的 像 。 

19。 令 斑 是 具有 关联 矩阵 如 的 一 V RR 
的 一 个 集 ， 令 BB G-DxG-DTAEM, E 
列 对 应 子 天 的 这 ,证 明 ，Bs 是 可 逆 的 当 且 仅 当下 Konn 
的 边 集 。 

20。 册 定理 8 RB. nA ESI ALAE n 
H. 


注 

一 个 可 划分 成正 方形 的 下 方形 的 构成 是 发 未 于 R Bprague, Beispiel ein- 
ez Zerlegung des Quadrets in Lanter verschiedere Quadrate, J, Reine 
Angew，Math.182(1940)60 一 04， 紧 接着 义 有 R.L,Brooks, C.A,B, Smit 
h, A, H, Stone and W, T. Tvtte,The dissection of rectangles into 
sgesres,Dake Math;J,1(1940)312—340, 图 了 .8 thi MGE ZETA n OR 
CF AJ, W Duijvestijn, Simple perfect square of lowest order,J,Comb 
inational Theory Ser,B 25(1919)240—243, 

定理 最初 的 证 明 习 于 Max Dehn,Uber die Zerlegang von Rechiec. 
ken in Rechtecke, Math.Ana.57(1903)314 一 322 ,读者 或 许 想 君 到 的 两 篇 评 
BERRE W.T. Tutte, The quest of the perfect square, Amer, Math, 
Monthly 72 (1968) 29—35 51N, D, Kazarinoff and R, Weitzenkamp, 
Bquaring rectangies and suqares, Amer, Math, Monthly 33(1973)377—883 
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第 直 章 ， 流 ,连通 性 和 匹配 


本 章 的 一 些 结果 在 数学 名 分 支 中 有 许多 应 用 ,特别 是 
Hall 的 配对 定理 。 在 代数 和 分 析 中 是 布 用 的 工具 。 我 们 要 
介绍 的 每 个 结果 都 是 某 些 对 象 存在 性 的 必要 和 充分 条 件 ， 在 
每 种 情形 下 ， 定 理 的 妙 处 在 子 一 个 显然 是 必要 的 条 件 被 让 明 
也 是 充分 前 条 件 。 在 我 们 的 结果 的 通常 类 兴 中 。 交 两 个 函数 
了 和 9， 它们 显然 满 只 了 <g， 而 我 们 将 证 明 maxf = ming, 
本 章 的 结果 互相 之 间 的 联系 很 紧密 ， 它 们 被 证 明 的 次 序 只 是 
出 于 作者 的 偏爱 ， 为 了 强调 这 一 点 ， 菜 些 结 果 将 给 出 几 个 证 
明 。 : 

在 第 工 章 ， 我 们 观察 了 连通 性 的 最 简单 的 人 性质。 现在 ， 
我 们 进一步 来 研究 它 ， 在 92 中 将 十 明 关于 连通 性 的 基本 定 、 
理 ， 即 Menger 定理 ， 它 在 1927 年 被 首次 证 明 ， 此 定理 后 
来 成 为 关于 有 向 图 中 的 流 的 一 个 基本 定理 ， 即 最 大 流 最 小 逢 
定理 的 推论 之 一 。 

尽管 本 书 几乎 全 部 内 容 都 是 介绍 无 向 图 ， 我 们 却 在 本 章 
的 第 一 节 中 引入 了 有 向 图 中 的 流 的 概念 ， 接 着 证 明 最 大 流 最 
小 制定 理 ， 其 原因 一 方 而 是 由 于 它 提 供 了 Merger 定理 一 个 
最 简单 的 证 明 ， 另 一 方面 是 由 于 它 有 关于 无 向 图 的 若干 其 它 
一 个 图 中 的 独立 边 的 一 个 集合 称 为 一 个 匹配 。 在 二 部 图 
中 ， 一 个 匹配 可 以 等 同 于 一 个 流 ， 而 滔 大 流 最 小 割 定理 取 另 
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一 称 可 广泛 应 用 的 经 台 结 果 的 形式 ， 邯 Tall 的 配对 定理 ， 
在 83 中 将 讨论 这 个 结果 的 各 种 素 式 。 

虽然 我 们 有 愉 最 大 流 坡 小 割 定 理 导出 Menger 定理 和 
Hal 定理 ， 事 实 十 ， 这 些 结果 是 紧密 地 相互 联系 着 ,而 且 出 
于 它们 十 分 重要 ， 我 们 也 给 其 中 每 -个 以 独立 的 证 出。 

IEA, Hal 定理 告 激 我 们 什么 时 候 二 部 图 布 1 — DH 
子 。 一 个 图 的 一个 1 一 因子 是 其 这 样 的 子 国 ,此 子 图 的 顶点 集 
与 原 图 的 顶点 集 相 同 ， 而 且 此 子 图 的 每 个 顶点 的 度 均 为 1 。 
宪 任 意图 中 ,1 一 因子 存在 性 的 问题 是 一 个 园 难 得 多 的 问题 ， 
Eh Sarp Ar ERIS Tutte 定理 回答 。 


81 有 向 图 中 的 流 


邻 G 是 一 个 ERD FHR, AWARII, WA 
为 下 。 我 们 研究 在 芭 中 的 从 顶点 s( 源 》 到 顶点 + OC) 的 
RBD We AA 了 是 定义 在 边 集 上 的 一 个 非 负 画 数 ， 
值 Czy) 是 在 边 xy 中 的 该。 为 了 记号 简单 ， 我 们 把 fx》 
记 作 f(x,y), 类 似 的 约定 也 将 对 其 它 函 数 使 用 。 从 s 到 + 的 
流 须 满足 的 唯一 条 件 是 基 尔 管 尖 电 流 定律 。， 流 入 每 个 中 间 顶 
点 《〈 骂 与 和 上 都 不 同 的 顶点 )》 的 总 流 等 于 流出 该 项 点 的 总 
流 。 这 样 ， 如 果 对 x EV， 记 

D'G)-iy€V:xycE) 

æ (y €Viyx EEY, 
WI, s 到 上 的 流 满足 下 列 条 件 ， 对 每 个 x GZ - (s 
ul E fos» = D fco. 


We ty} Zerg, 
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因为 
E OM fem- zo) 


wort{at} yerta 2ercan 


=D { X iem- i) 


vi(eg) zeros verton 


我 们 求 得 
E fs Df, 


ver» ycroa) 


= Bf ~ BD fao. 


ver ty geto 
用 DRRE—-AR, BoA SWRA s 到 ;的 流 
的 量 。 
当 流 满足 某 些 约束 时 ， 我 们 要 确定 从 s 到 + 的 最 大 流 的 
值 。 首 先 ， 我 们 要 处 理 所 谓 边 的 容量 限制 通过 边 的 流 的 情 
形 。 然 而 多 种 看 起 来 更 复杂 的 情形 可 以 化 成 这 种 情形 ， 
AESAC- O, DREKANS Mi AFO 
中 的 每 条 边 x» 系 以 一 个 非 负数 o(x,y)， 称 为 该 边 的 容量 。 
我 们 将 假设 通过 边 zy 的 流 不 能 大 于 容量 cy) 
AEV EMITEX Y, RUE QC Y) 表示 有 向 XX 
一 Y 边 的 集合 ， 
EQGY) - (Xyix€ X, y CY) 
K4 E—>R 是 一 个 函数 时 ， 我 们 记 
sX, Y= Egon», 
WARMER EX, DETH. WESE M AUN SUR 
食 上 的 一 个 子 集 ， 则 称号 (S,， 5) 为 分 开 s 和 + 的 一 个 市 (其 
中 = 三 - S) 。 和 如果 删 除 制 的 所 有 边 ， 风 在 其 余部 分 上 , 就 
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不 再 能 定义 从 s 到 f 的 正 值 流 。 反 之 也 很 明显 ,如 果 玉 是 边 
集 ， 删 除 此 边 集 后 ， 不 存在 从 s 到 + 的 流 ( 即 对 从 s 到 的 
BPAH N=, WEF 包含 一 个 割 ( 练 习 DILE C555) 
HERES, DUBELO ETRE GI DB TRE 
大 于 或 等 于 所 有 流 值 的 最 大 值 。 和 著名 的 Tord 和 Fukerson 
的 最 火 流 最 小 制定 理 说 ， 这 个 平凡 的 不 等 式 事实 上 是 等 式 。 
在 陈述 此 定理 及 研究 共 证 明之 前 ， 先 对 上 面 提 到 药 最 大 值 和 
报 小 值 这 两 个 闻 加 以 说 明 。 因 为 仅 存 在 有 限 多 个 制 ， 故 必 存 
在 一 个 容 其 最 小 的 制 。 具 有 最 大 信 的 流 的 存在 性 稍 有 点 不 平 
此 。 事 实 上 ， 对 每 个 流 了 有， 

eU) ien yy, 


Bos supoCf) o, A fi, fi e E lim oa) Po 
MPO, MRIRURTJESUNGME; 我们 可 以 假设 对 每 个 
EYEE RA E y) MOLIRI, EAF FG on Li 
A RUD o NUN MARKAH. moepuncruh. wr 
以 证 明 ， 当 一 些 边 有 无 穷 容 pes EN 
量 时 ， 也 存在 具有 最 大 值 的 / an i 


流 ， 此 最 大 值 可 以 是 有 限 的 于 s} 
也 可 以 是 无 腿 的 《练习 3)。 Í h 
定理 1。 (最 大 流 最 小 ‘i 


mar 


， 制 定理) 从 s 到 :的 最 大 流 ; 
ewsrAR miae Us 二 的 一人 
罕 是 的 最 小 值 。 RERO 
WES 我 们 已经 注意 到 ， 存 在 具有 最 大 值 6 的 流 f 
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而 每 个 割 的 容 贡 至 少 为 wu。 这 样 一 来 ， 为 证 明 此 定理 ， 只 项 
证 明 存 在 共有 和 容量 % 的 制 。 素 实 上 ， 我 们 完成 欧 工 作 不 限于 
此 ;我 们 将 给 坦 一 个 很 简单 的 方法 来 从 一 个 具有 最 大 值 的 流 
了 构造 出 这 样 的 一 个 荐 。 

递归 地 定义 子 集 SS 三 如 下 ; 令 sES， 如 果 *&5S 和 


eG y) fG, y) 
或 

f£O)»6, 
MAIES 


我 们 要 证 明 , ECS, 可 是 分 并 s 和 + 的 具有 容 全 v=0 CD 
的 着 。 首 先 来 看 为 什么 1& S。 如 果 +ES， 我 们 能 找到 这 梯 
BMAX syni, HFEA i<- H 

eis max{e xis xis - SCi) 
Fisi) } >00 

Res mi nes MATENE, M fI ROS Ps 如 

Res fO is) ME n PRR e ER eo 
中 的 流 减 少 e, 显 然 f* 是 一 个 流 , 面 其 值 为 5(f*) ee (D te 
这 与 /的 最 大 性 矛盾 。 这 就 证 明了 4ES， 故 忆 S, 本 是 分 
开 s 和 + 的 割 。 

现在 ，vCf) 等 于 用 显然 的 方式 


DD- Dra 


ScB,y cB meses 
AES CS SIS BEL E. MICE S 的 定义 ,第 一 个 和 从 为 ， 
Eeay) =e, D, 


ZESTER 4 ^ 
面 第 二 个 和 中 的 每 一 加 项 均 为 怜 。 因 此 ，cCS,5)=v《f), 这 
675 


ERNER. n 

最 天 流 最 小 制定 理 是 本 章 介绍 的 各 定理 的 基础 。 注 意 ， 
如 果 某 些 边 有 无 穷 穿 量 ， 但 最 大 流 的 值 仍 是 有 有 限 的 ， 此 定理 
仍然 成 立 《证 明 是 完全 一 样 的 ) 。 

如 果 容 最 函数 是 整 值 的 ， 即 对 每 条 边 y, DA 
整数 ， 这 个 定 还 的 证 明 对 于 求 具有 最 大 值 的 流 提 供 了 一 个 韭 
常 有 效 的 算法 ,我 们 从 恒 为 零 的 流 ,好 对 每 条 边 Xy f iG) 
= 0 开始 。 构 潜流 的 一 个 递增 序列 J。，f;，…， 它 必 儿 目 
于 -个 最 大 流 ， 心 设 已 经 构造 了 了 像 在 上 面 证 明 中 那样 
寻求 属于 产 的 集 S。 现 在 ,如 果 +&S， 则 六 是 最 大 流 
OEG, 3 是 一 个 最 小 荐 ) ， 故 这 个 序列 就 次 止 了 。 另 一 
方面 ， 如果 tES， 则 可 以 用 党 一 条 从 s 到 1 的 路 增加 流 的 
Jn, de LP OR 了 ,1。 因 为 每 个 v1) 都 是 整数 ， 故 


BDG DL, WERTE 2500 0b Hei 


并 且 ,如 果 c ERA, TEXTS ROCHE UU AUS, 
WikfSAcGU qp EAR pu EM. dex p, f EEK, miim 
foa EER, Wf 也 是 整 信 的 ,因为 f; 是 从 记 -: 出 “ 
发 ， 把 一 条 路 中 的 流 增加 一 些 整数 的 最 小 值 面 得 到 的 。 此 结 


果 常 称 为 整 性 定理 。 
定 更 2， 如 果 容 量 函数 是 整 值 的 ， 则 存在 其 信也 是 整 值 
的 一 个 最 大 流 。 口 


当 使 用 最 大 流 最 小 则 定理 来 寻求 图 中 的 各 种 路 时 ， 将 用 
到 这 个 简单 结果 。 重 要 的 是 要 注意 ,这 个 结果 没有 说 丛 一 性 ， 
这 个 算法 只 是 求 最 大 流 之 一 (通常 有 许多 ) ,而 定理 ?也 只 断言 
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最 大 流 之 一 是 整 值 的 。 

该 算法 的 存在 同样 也 证 明了 其 它 -一 些 声 观 上 明显 的 结 
果 。 例 如 ， 闪 在 最 大 的 无 圈 流 ， 即 此 流 不 包含 环绕 一 个 图 
2,236 BS 

Faxa) 20, f G0, 23)250, 5 f O51, 077 0, 
f0G9,x,)20. 

使 人 有 些 惊奇 的 是 ， 如 果 我 们 取 几 个 源 和 几 个 汇 代 蔡 一 
个 源 和 一 个 汽 ， 情 况 不 会 变 得 更 复杂 ， 只 须 稍 加 小 心地 定义 
AET WMR 1552，… 4 ER T tono ti 是 汇 ， 著 对 
4A LIOS E DS ES, ETMA ES, SR — 
^l. 

为 了 能 应 用 景 大 流 景 小 制定 理 ， 我 们 在 会 中 添加 一 个 
新 源 s 和 一 个 新 汇 t, 并 引 具 有 无 穷 容 蕉 的 全 部 边 ss, 和 本。 
4 如 是 用 这 种 方法 得 到 的 图 ， 考 虑 G RA Sos SEG, 
eohi MA GHD W GOD 的 总 流 不 大 于 流出 G 
入 ) 的 总 流 。 这 些 流 易于 扩充 为 如 中 的 从 s 到 + 的 流 ， 而 
这 种 扩 完 建立 了 两 个 流 集 之 间 的 一 个 1 一 1 对应。 并且 ， 
在 百 中 分 开 s 和 :的 其 有 有 限 容量 的 制 ， 不 能 包含 形 如 ss; 
和 说 的 边 ， 故 它 对 应 全 中 的 具有 同样 容量 的 分 开 sans 
Ma, hA ARK, E REFERE 

定理 5。 从 一 个 源 集 到 一 个 汇集 的 流 的 最 大 值 等 于 分 开 
源 和 汇 的 割 的 容量 的 景 小 值 。 a 

现在 ， 假 设 有 对 于 除 源 和 谍 外 的 顶点 的 容量 限制 ， 氏 我 
们 有 函数 ct-{5; 由 一 >R*， 从 而 s 到 1 的 每 个 流 扯 必须 满 
足下 面 的 不 等 式 ， HENEN- 1, A 
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Xf,» B COE. 
erta genou) 

EREET RCRUM? — RUE T - ORG 
一 个 子 集 5S ， 使 之 不 存在 定义 让 GG-S 上 的 从 s 到 t 的 正 值 
流 《为 了 区 划 丽 种 制 ， 有 时 称 这 种 制 为 顶点 割 ， 而 另 一 种 叫 
做 边 划 。 但 是 ,在 问题 中 沁 现 的 是 哪 种 割 几乎 总 是 明显 的 )。 
我 们 能 把 最 大 流 最 小 制定 型 转换 到 这 种 情形 中 吗 ? 是 的 ， 这 
是 很 容易 的 ， 只 楼 注 意 ， 流 也 能 解释 成 顶点 中 的 流 ， 即 全 部 
流 在 这 个 顶点 的 一 部 分 流入 而 在 这 个 顶点 的 另 一 部 分 流出 。 
更 正确 地 说 ， 我 们 可 以 把 全 的 每 个 顶点 变 成 边 (不 政 次 这 个 
有 向 图 的 性 质 ) ， 其 方法 是 ， 任 何 流入 《流出 ) 顶点 的 流 将 
被 迫 通 过 此 地。 为 做 到 这 一 点 ， 将 每 个 顶点 xE 严 - G0 
LIST EN x， 来 代 辩 ， 每 条 进入 x 的 边 指向 x-， 而 每 
条 从 x RERA ss ei. BA, Ar 到 x, 引 一 条 边 9 
CARU c) = cCx) ALD 。 ÆG p H HC RE 
顶点 上 容量 限制 的 从 * 到 上 的 各 个 流 与 在 新 图 也 的 满足 ( 某 
X) 边 上 宪 量 限制 的 各 个 流 之 间 存 在 着 一 个 简单 的 1 一 1 对 
应 。 因 为 在 忆 PIAA 有 有 限 容量 ,在 再 中 具有 有 限 
容量 的 边 制 完全 和 由 形 如 a5, 的 边 组 成 ， 故 它 对 应 于 @ 中 的 
一 个 具有 辕 样 容量 的 顶点 割 。 这 样 ， 我 们 有 定理 1 的 下 列 形 
式 ， . 

ERA, AG RERIN s RC ? 之 外 的 其 它 顶 点 上 具有 
有 限 容量 限制 的 一 个 有 向 图 ， 册 顶点 宙 的 容量 的 最 小 值 等 于 
从 s 到 ;+ 的 流 的 最 大 值 3 

定理 1、3 和 4 可 以 很 容易 地 结合 成 一 个 定理 。 我 们 把 
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BH RE 


它 留 给 读者 〈 练 习 6) 。 
$2 连通 度 和 Menger 定理 


我 们 曾 讲 过 ， 如 果 一 个 图 区 任意 两 个 顶点 都 能 被 路 联 
结 ， 则 称 此 图 是 连通 的 ， 否 则 是 不 韦 通 的 。 一 个 网 G 的 极 大 
连通 子 网 称 为 G 的 一 个 分 支 。 

AUR G 是 连通 的 ， 而 GI ERED, 此 处 到 是 顶 
点 集 或 边 集 的 一 个 子 集 ， 则 说 扩 分 开 G。 如 果 在 G 一 WV 中 
两 个 天 点 和 + 属于 不 同 的 分 支 ， 则 说 所 分开 s 和 t+。 如 
果 G 古 K+! 或 G 至 少 有 +2 个 顶点 上 且 没 有 &~1 个 顶点 
KSGA3G, NuGIEAL BIS Gn. HE, d 
ADG 至少 有 两 个 顶点 ， 并 且 没 有 -1 条 边 的 集 分 开局， 
由 说 G 是 A-- 边 连通 的 (py>2) 。 一 个 连通 图 也 说 是 1- 连 
通 的 或 1 一 边 连 通 的 。 使 送 通 图 为 一 送 通 的 太 的 最 大 
值 称 为 G 的 连通 度 ， 记 作 x(G》 ODE GERED, da 
x(G) = 0)。 边 连通 度 2 (G) 可 类 似 地 加 以 定义 。 

显然 ， 一 个 图 是 2 一 连通 的 当 且 仅 当 它 是 连通 的 、 至 少 
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有 有 3 个 项 点 电 不 包含 基点 。 同 样 ， 一 个 图 是 2 一 边 连 通 的 当 
耻 仅 当 它 是 连通 的 、 至 少 有 两 个 顶点 且 不 包含 桥 。 一 个 给 定 
的 图 连通 度 通 常 易于 确定 。 这 样 ， 如 果 1 和 1<m 则 CP» = 
ACP ei, x (C) 24 (C0 -2,«CK*) ZAGO 9-18 
KEN = AG) «1, 为 了 纠正 顶点 连通 度 等 于 边 连 通 度 的 
错觉 ， 注 意 ， 如 果 由 两 个 天 ! 的 不 相交 并 ， 再 添加 一 个 新 顶 
AX, HEL 与 每 个 旧 顶 点 联结 起 米 ， 得 到 的 新 图 为 G， 风 
«C821, 因为 x ENA, BAO -1 (也 见 练习 11) 。 最 
后 这 个 例子 表明 ， 即 使 4(G) 很 大 时 ，ACG -*} 也 可 以 为 0。 
但 是 ， 由 定义 很 容易 看 出 ， 对 于 每 个 顶点 * PMA wy, E 

IG) - 1&R(G - 2) HAG) -1EAG- xy) SAG), 

如 果 忆 是 非 平凡 的 ( 基 至 少 有 两 个 顶点 ), 则 参数 6CG)， 
4G) 和 w(G) 满 足下 列 不 等 式 ， 

#(G) KAG) <6(G)。 

事实 上 ， 如 果 删 除 与 一 个 顶点 关联 的 所 有 这 ， 图 就 变 成 不 连 
通 的 ， 故 第 二 个 不 等 式 成 立 。 为 了 得 到 另 一 个 不 等 式 ， 首 先 
注意 ,如果 GG 是 完全 图 ， WO =4(G) =1G| -1 而 如 
RGS MAG) =x(G)。 现 在 假设 G 不 是 完全 图 且 
AQ) e kz2, Wi ycexiyssn toa EE G AE RR GEO 
的 边 集 。 如 果 G = {xyxa re os HBCR EI B RE x(G) ks 
否则 ， 像 图 下 .3, 所 示 那 样 ， 每 个 项 点 xi 的 度 至 多 为 《 因 
WEHR) o Mx: 的 邻接 顶点 就 使 C 变 成 不 连通 的 ， 因 
MG) =A(G) t, 


d 此 处 只 能 导出 (GO A(G), — Bri. 


enoe 


由 顶点 连通 度 的 定义 直 
接 可 得 的 另 一 个 性 质 是 : 如 
果 G: 和 G: 是 G 的 至 少 有 R 个 
公共 顶点 的 R 一 连通 子 图 
1M Gi UG: 也 是 R 一 
Xi, AUUFCTGOUE La a, pa ER, 
(Gs) 至 多 有 一 1 个 顶点 , 则 are" 
V(GOonV GOW PEE 通 的 。 
—^ BU x, EL ie GIO xoa T 8G. —W SIG. —W € A 
ARMAS ERG. UGW = (G --W)U (GWE EBH. 

在 第 I 章 中 已 经 看 到 ， 殷 一 个 图 分 解 成 它 的 分 支 ， 即 分 
解 成 它 和 的 极 大 连通 子 图 ， 荐 很 有 益 的 ， 现 在 ， 我 们 试图 用 所 
有 的 极 大 2 一 连通 子 图 米 进 行 类 似 的 分 解 。 如 典 B 是 一 条 桥 

《和 它 的 端点 ) 或 8 是 G 的 一 个 极 大 2 一 连通 子 图 ， 则 称 BB 
是 G 的 一 个 块 。 上 述 结 末 表明 ， 任 意 两 个 块 至 多 有 一 个 公共 
顶点 ,而 且 如 果 x, y 是 块 刀 的 两 个 不 同 的 顶点 , 则 G—E (B) 
不 包含 x 一 y 路。 因此 ， 同 时 属于 两 个 块 的 每 个 顶点 是 种 的 
一 个 割 点 。 反 之 ,每 个 割 点 至 少 属于 两 个 块 我 们 还 记得 , 圈 是 
2 一 连通 的 ,并 且 一 条 边 是 笑 当 且 仅 当 它 不 包含 在 任何 甬 中 。 
我 们 发 现 ，G 可 以 以 下 述 意 义 分 解 成 它 的 决 Bi Brst B,s 
EG) = JEGOR EGO EG) =$, ij, 

现在 ， 假 设 C 是 一 个 非 平 凡 的 连通 图 。 令 pc(G) 是 这 
样 的 图 ， 其 顶点 是 @ 的 抉 和 避 的 割 点 ,而 其 各 条 边 联结 割 点 
和 块 ， 每 个 制 点 联结 到 包含 它 的 各 个 块 。 称 pc(G) 为 @ 的 块 
一 割 点 图， 它 是 一 棵 树 。bc(G) 的 每 个 端 顶点 是 GG 的 一 个 


。73 。 


专 , 称 它们 为 C 的 端 瑞 。 如 虽 G 是 2 一 连通 的 或 者 它 是 天 "一 条 
^") WEOL Ga THEO RUE HIS URDU. 译 少 存在 两 个 端 
ik, car RR Des Bes eo ROS (ILE D. 


图 下 ,4。 块 一 割 点 树 ge (G) 的 构造 ，B; 是 一 个 端 块 。 
连通 性 加 论 的 基本 结果 是 Menger 在 1027 年 证 明 的 。 它 。 
可 看 作对 CHER) 图 的 最 大 流 最 小 割 定理。 回忆 一 下 ， 砚 
条 s 一 ! 路 仅 有 公共 顶点 和 # 时， 它们 是 独立 的 。 
RES, 
O), As LL RETE G 的 两 个 不 邻接 的 顶点 ， 则 分 开 * 和 
的 顶点 的 最 小 数 日 等 于 独立 的 * 一 # 路 的 最 类 数目 。 
GID. A s 和 # 是 G 的 两 个 不 同 的 顶点 , 则 分 开 s 和 + 的 
边 的 最 小 数目 等 于 边 不 重 的 一 ! 路 的 最 大 数目 。 
gl. (o 用 两 条 有 有 疝 边 z% 和 并 代理 @G 中 的 每 条 过 
xy, BAR s 和 上 之 外 的 每 个 顶点 以 等 基 e MREMA, 
从 :到 1 的 最 类 流 的 值 等 于 分 开 s 和 :的 割 的 容量 的 最 小 值 。 
根 所 整 性 定理 ( 定 现 D ,存在 一 个 最 大 流 ， 使 每 条 边 中 的 流 为 
;或 0 因此 ,从 s 到 的 最 大 流 的 值 等 于 独立 的 s 一 ! 路 的 最 大 
数目 。 割 容量 的 最 小 值 显然 是 分 开 s 和 :的 顶点 的 最 小 数 日 。 
Gb 条 在 (1) 中 那样 夫 做 。 但 不 限制 顶点 的 容量 ， 诉 给 
每 条 有 向 边 以 容 景 1。 口 
4 - 
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上 上面 定理 的 两 个 部 分 分 别称 为 Menger 定理 的 顶点 形式 
利 边 形式 ,我 们 能 很 容易 地 从 顶点 形式 导出 边 形式 (练习 14)， 
但 是 ,相反 的 推断 不 是 容易 证 明 的 。 天 为 我 们 已 经 提 到 过 最 大 
流 最 小 割 定理 也 可 以 从 Menger 定理 导出 ， 所 以 我 们 将 从 最 
基本 的 康 理 出 发 ,给 Menger 定理 的 顶点 形式 以 另 一 个 证 明 。 

Menger 定理 顶点 形式 的 第 二 种 证 明 , 用 & 表示 分 开 s 和 
# 的 顶点 的 最 小 数目 。 显 然 ， 至 多 存在 站 条 独立 的 一 ! 路 ， 
而 对 1。 存在 上 条 独立 的 s 一 路 。 

候 设 定理 不 成 立 , 取 最 小 的 kh2>2，, 使 对 这 个 让 定理 有 一 
个 反例 ,而 令 G 是 具有 最 少 边 数 的 这 种 反例 OE T RUMBO, 
则 至 多 存在 6 一 ] 条 独立 的 一 上: 路， 而且 没 有 顶点 * 同 时 联 
结 于 s 和 1， 因 为 不 然 的 话 ，G 一 x 是 对 和 一 1 的 反例 。 

令 太 是 分 开 s 和 +t 的 & 个 顶点 的 一 个 集 。 假设 s 和 上 都 
不 邻接 于 歼 中 的 每 个 顶点 。 令 Gi 是 从 @ 用 下 述 方法 得 到 的 
网 ， 把 包含 :的 G—W 的 分 支 用 单个 顶点 s 代替 ， 并 联结 
3 于 琴 中 的 每 个 项 点。 在 G. 中 我 们 还 第 要 用 玉 个 顶点 来 分 
F s 和 所 而 且 因为 我 们 毁 掉 的 分 支 至 少 有 两 个 项 点， G 的 
URE C 的 边 数 少 。 因 为 G 是 级 最 小 的 反例 ， 在 Gp 存在 
包 条 独立 的 5 一 路。 这 上 条 路 的 从 + 到 于 的 部 分 有 下 列 性 
质 : 任意 两 个 部 分 惟有 一 个 公共 顶点 fe 特别 是 ， 对 每 个 
WEW, ipe ii {一 ww 路 。 如 果 我 们 把 s 换 成 + 实 
行 类 似 的 程序 ， 则 得 到 名 条 从 s 到 W. 的 路 。 这 两 个 路 集 可 
以 结合 起 来 给 出 条 独立 的 s—t 路 ， 这 与 我 们 的 假设 矛盾 。 
因此 ， 对 分 开 s M EREM k AWARE, Rs tW 
的 每 个 项 点 邻接 。 
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令 sx, xyext 是 一 条 最 短 的 s 一 ! 路， 则 1 关 2， 且 根据 
G 的 最 小 性 ， 在 网 G 一 x1xs 中 ， 可 以 找到 一 个 分 开 s 和 :的 
k—i4 BUE SS. WE, - GO) US BLA Qn) 
UHR o WAJ s Mtk RON CIIBURT n MSR. 
ATW, 中 的 每 个 顶点。 同样 ，s 不 联结 于 x:， 故 ! 联结 于 
Wa 的 每 个 项 点。 这 药 含 着 下 列 饿 盾 ， s 和 + 至 少 有 一 个 公 
RABEMA, MNW o 中 的 每 个 项 点 都 是 s 和 上 的 公共 令 
接 顶 点 ， 而 [7 -5-121. 

推论 6. 一 个 网 着 & 一 连通 的 (ez>2) , 当 且 仅 当 它 至 少 有 
顶点 日 任何 二 个 顶点 都 能 被 8 条 独立 路 联结 。 一 个 图 是 & 一 
连通 的 (& 庆 2)、 当 生 仅 当 它 至 少 有 二 顶点 且 任 何 二 个 顶点 
能 被 上 条 边 不 重 的 路 联接 。 

& 一 连通 性 的 另 一 个 特征 在 练习 12 中 给 出 。 

对 应 于 多 重 源 和 汇 的 最 大 流 最 小 割 定理， 有 下 面 形式 的 
Menger EE. WR SAT ERG 的 顶点 集 的 任意 两 个 子 
集 ， 则 项 点 不 重 的 《包括 端点 !) S 一 人 路 的 最 大 数目 是 min 
(OW |, cV), GW 中 没有 S 一 T 路 }。 为 了 能 看 清 这 
一 点 ,在 中 沃 加 两 个 新 顶点 s 积 1。 Rees 与 8 中 的 每 个 
顶点 ,并 联结 1 与 了 中 的 每 个 顶点 ， 然 后 把 Menger 定理 应 
用 于 新 图 中 的 顶点 * 和 加 
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给 定 一 个 有 限 群 和 它 的 一 个 指数 为 m 的 子 群 本， 能 
不 能 找到 GG 的 r 个 元 素 ， 比 如 说 gl gu, s 9 使 {9: 百 ， 
H, -. g4H)3E H 的 左 陪 集 的 集 从 , 而 {Hg:，Hgz， 
* 76 * 
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…; 五 gm} 是 总 的 右 陪 集 的 集合 吗 ?这 个 问题 的 另 一 种 提 法 是 
下 述 的 在 数学 各 分 支 中 经 党 出现 的 一 个 问题 的 特殊 情形 。 给 
EDR X 的 子 集 的 一 个 类 A= Gas Az, sAn) ,我 们 能 
TS) X 的 妇 个 不 同 的 元 素 ， 使 每 个 4 含有 其 中 的 一 个 元 
Au? 具有 这 些 性 质 《〈 即 xiE 4a HORA HUS xix) 
的 集 {xjyxa…yxm] 称 为 类 呈 的 一 个 不 同 代表 的 集 。 集 炎 只 
可 以 自然 而 然 地 等 同 于 具有 项 点 类 Vic Ad Va X WA 
二 部 图 ， 在 其 中 ，A; Eh 联结 于 包含 在 4; 中 的 每 个 元 素 
*E 天 。 这 时 ， 不 同 代表 的 集 是 minds G, V. 
中 的 每 个 项 点 与 这 些 边 中 的 一 条 关联 》。 我 们 也 说 从 亚 ; 到 
Va 存在 一 个 完全 匹配 。 

习惯 上 常常 用 婚 媚 选 配 的 形式 来 提出 这 个 问题 。 给 定 m 
个 女孩 和 "个 男 咳 。 倘 若 我 们 不 想 通过 媒人 使 得 一 个 女孩 媒 
给 她 根本 不 认识 的 男孩 ， 在 什么 条 件 下 我 们 能 把 所 有 女孩 靖 
出 去 ? 

显而易见 ， 最 大 流 最 小 制定 理 和 Menger EM H H E 
完全 匹配 存在 性 的 必要 和 充分 条 件 。 事 实 上 ， 由 于 二 部 图 的 
特殊 性 质 ， 存 在 一 个 特别 简单 和 有 起 的 充 要 条 件 。 

如 果 有 个 女孩 ， 她 们 总 共 认 识 一 1 个 男孩 ， 我 们 不 
能 给 这 些 女孩 都 找到 适当 的 孔 偶 。 同 樟 ， 如 果 存 在 从 三 :, 到 
Vi 的 完全 王 配 ， 则 对 每 个 SC 广 ， 在 和 中 至 少 存在 1S| 个 
TAH S 电 的 顶点 邻接 ， 即 

rO >S. 
这 个 必要 条 件 也 是 充分 的 。 此 结果 通常 称 为 Hall Eg Hal 
在 1935 年 证 明了 它 ， 而 其 一 种 等 价 形式 在 1931 Fk König 
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gervary EIH, [B3X P$ fb 7E TZ dm up 


基于 i 
用 到 最 基本 的 原理 。 


XOT. UEWODGE V. Vs 的 二 部 图 G 包含 一 个 从 

Vir: 的 完全 匹配 妆 且 仅 当 对 每 个 SCV ,有 
Irl >S, 

我 们 已 经 须 到 此 条 件 是 必要 的 ， 故 我 们 仅 需 证 明 其 充分 
性 。 

第 一 种 证 明 ，Menger M RES EE JE RR, M 
FEV 和 Ps ) 和 最 痰 流 最 小 割 定理 (应 用 于 从 HTE 
方法 得 到 的 有 向 图， 为 每 一 条 边 指定 从 有; 到 Fa 的 方向 ， 
并 使 每 个 顶点 有 容量 O 均 歼 合 下 面 的 结果 ; 如 果品 不 包含 
AV BV HREAN, MPEC AMT, d 
IT. LE ITa TEIL BRERA — T, A VaT 的 边 。 
FE, DOVT: CTi 

IPFO - Tob ITE Mid TIT 
这 就 证 明了 条 件 的 充分 性 。 口 


第 二 种 证 明 ， 在 属于 Halmos fil Vaughan 的 这 个 证 明 
中 ， 我 们 使 用 做 媒 的 说 法 。 应 用 对 女孩 数 记 的 归纳 法 。 对 
坝 =I， 条 件 显然 是 充分 的 ， 故 我 们 假设 m2 用 对 较 小 的 m 
值 条 件 是 充分 的 。 

首先 假设 任意 EO m - 1 个 女孩 至 少 认 识 &+1 个 
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男孩 。 这 时 ， 我 们 任意 安排 一 对 配 个 。 琳 下 的 女孩 的 集 和 男 
孩 的 集 还 满足 该 条 件 ， 因 此 ， 另 外 mr 一 1 个 女 技 可 想 据 归纳 
假设 逮 出 。 
现在 假设 对 茶 个 上 8， 存在 k& 个 女孩 ， 她 们 总 共 un 
MR EG eA LASER SERLO IR es WE 
Te bz? JURORTE GL ZREGRAOUTIE, Men db, 
REWI bg RH AS OARE RARR) 。 现 在 ， 这 
AURTESESEL EARN RED, AREF ERA I reU 
于 工 个 剩 下 的 男孩 ，} 本 入 二 入 本 加 上 作风 个 女孩 将 认 
UDF kH 个 男孩 。 
第 三 种 证 明 ， 这 个 证 明 属于 Rado。 今 G 是 满足 条 件 的 
一 个 极 小 溺 ， 只 要 证 明 ，G 由 | 六 ,| 条 独立 边 组 成 即 可 。 
ARTEX, M G AAEN axax RE AR, dE 
处 a1,q2EV REX CVs. WAMAN R AME 一 条 ， 
者 将 使 条 件 不 成 立 ， 故 存在 这 样 的 集 41,AsCV， ID 
Gol -[4], Ea; J& A, PRÈT x fe MIDUN G- 
1,2)。 于 是 
ITCAYVN TOA)] 
z2|PCA - (6,0 TCA- {a2})| +1 
S| PA NAD 12: JANA] 1, 
RAS UG. 
PC4 U A)| 
7|[FOLDUPCAD I = ITCAD E ]DC42) | 
-CADVDNTCAD) I EIA: | + l]a! 
7 [A.D 421 -1, Ci 
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正则 二 部 图 满足 Hall 定理 的 条 件 ， 改 它 有 完全 匹配 。 
这 进一步 绚 含 ， 我们 确实 可 以 找到 群 的 元 素 91,92，…gm; 满 
是 这 一 上 节 开 头 的 要 求 。 

我 们 用 不 同 代表 的 集 的 说 法 来 重新 陈述 婚姻 定理 。 


定理 7 . ARA A= DG s 4") 有 不 同 代表 的 集 

当 且 仅 当 对 每 个 Cf1,2,…sm} 有 
1UAil>iFl, 口 

婚 调 定理 有 两 个 自然 的 推广 。 假 设 配偶 条 件 不 满足 ， 要 
求 将 女孩 尽量 地 媒 出 去 ， 我 们 能 做 到 什么 程 庶 ? 什么 时 候 我 
TIRE BER n d 个 之 外 的 所 有 其 余 的 女孩 ? 显然 ， 她 们 
中 的 任意 个 几 须 效 认 识 至 少 8 - d 个 男孩 。 这 个 显然 的 必 
要 条件 也 是 充分 的 。 


推论 8。 假 设 具 有 顶点 类 V. VS 的 二 部 图 @=Cz(m 

nm TiRAdj. HASC A 
FG» |S| -do 

NGAE m- d 条 独立 边 。 

EA: EV 中 添加 d 个 顶点 ， 并 把 它们 与 六 ,中 的 每 
个 顶点 联结 。 新 图 G* 满 足 完全 匹配 的 条 件 。 在 这 个 匹配 中 ， 
至 少 有 m-d 条 过 属于 图 G。 

下 面 的 推广 是 在 一 夫 多 妻 的 国家 中 有 关 男 孩 的 配 假 问 
题 ， 此 处 第 # AEREE d TAAIE 


推论 9. 令 C 是 具有 顶点 类 Vi (s, x) M= 


»80* 


yyya} 的 二 部 图 。 风 全 包含 满足 dy 《x1) =d; 和 0<da 
GOSLUS- TE H 当 且 仅 当 对 每 个 SCF 有 
IG)» 94i. 
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证 明 ， 用 与 DOG 中 的 每 个 顶点 联结 的 di 个 顶点 代替 
每 个 x;， 则 存在 子 图 二 当 且 仅 当 新 图 有 从 新 的 第 一 个 硕 点 
类 到 六 的 由本。 由 定理 7 就 得 到 结论 。 im] 


当然 ， 推 论 9 也 有 一 个 亏 形式 ,希望 读 省 陈述 并 由 推 论 
9 推导 之 。 
读者 可 能 发 现 ， 这 些 推论 还 是 最 大 流 最 小 割 定理 的 特殊 
情形 。 事 实 上 ， 最 大 流 最 小 埋 定 理 的 二 部 图 说 法 比 上 面 的 扒 
论 更 为 一 般 。 
定理 10. 4 G- Gi n mJ FU DUSOS V = Gn, s 
x.) Visi», ydus. x sc miss 用 
S; ER, y SES IOXIBUSKH edid Rer, se, 是 
RRAK, JH do, MFECHFPANH, E 
e GD 2 Xd,-d, 
dalt &d,, ISSM, 
diy Sen LI En 
当 且 仅 当 对 每 个 ScV， 有 
€ d, «Y miafe} * d. 
D. 

EH. RERAN AV 的 方向 ， 把 G 变 成 有 向 
图 G6。 给 每 条 边 以 容量 1， 给 顶点 x; 以 容量 di 和 顶点 以 
容量 e:， 则 存在 具有 所 要 求 性 质 的 子 图 H SARS EG 中 
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存在 从 三 , AV BREES di- bp, TART 
痰 流 最 小 制定 理 ， 后 考 成立 当 只 仅 当 每 个 LENS 


did, XU, BUMURHDUTEX T UU UE V 
T, Va U ETEV: 和 CVz。 给 定 集 T， 如 果 一 个 
顶点 9 硬 于 可， 这 样 的 一 个 刘 的 容量 为 最 小 当下 仅 关 它 的 

容 县 小 于 从 S= Ji -了 到 yj 的 边 效 。 对 于 这 样 选 取 的 UU， 
这 个 制 的 容量 怡 为 

pA di + Bmints, e). 


EXER -d 的 条 件 显然 就 是 定理 中 的 条 件 。 O 


请 读者 验证 ， 定 理 ? 的 第 二 个 证 明 可 以 逐 句 地 重 写 ， 给 
市 这 个 结果 的 精确 形式 《 即 d = 0 的 情形 》 的 证 明 ， 而 气 形 
式 《 情 形 dio) 可 以 由 它 导 出 ， 这 正 象 出 定理 7 导出 推论 8 
那样 《练习 26) o 

为 了 结束 这 一 节 ， ——— 
这 是 关 主 偏 序 集 的 Dilworth EM, AREA NR 
去 是 定义 在 一 些 元 素 的 革 些 有 序 对 上 的 传递 的 和 反对 称 的 关 
系 。 也 就 是 说 ， 如 果 Y<y 和 y<z， 则 xx<z， 但 z<y? 和 
y<x 不 能 同时 成 立 。 其 上 有 偏 序 关系 的 集 称 为 篇 序 集 。 用 
Sy 总 示 x*=y 或 x<y。 设 C 是 偏 序 集 忆 的 一 个 子 集 ， 如 
BOUT x,» ECRI 或 y<x， WEC ERE (或 一 
ARD o HR y AREA, WU XS AR RE, 
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参看 图 下 .5 中 的 例子 。 
我 们 把 偏 序 集 分 解 成 链 ， 这 样 的 链 最 少 要 多 少 条 ? 因为 
-一条 反 链 的 两 个 元 烷 不 能 局 于 同一 条 
链 ， 我 们 鲍 少 需要 一 条 含 最 少 元 来 的 
反 链 中 前 元 素数 只 那 么 多 的 链 。 事 实 
上 ， 这 个 平 风 的 必要 条 件 也 是 充分 
的 。 
定理 11。 妨 果 在 一 个 (有限 的 ) 
坊 序 集 号 中， 每 条 反 链 至 多 有 w 个 


B.S, 一 个 偏 序 集 和 一 


TR WP Rm REN FIARA C 
证 明 : 我 们 应 用 对 1] 的 归纳 法 。 aor E 
AURI PI = 0， 不 需 证 明 做 么 ,故我 们 TERT 


很 设 ;已 | >0 和 对 于 有 较 少 元 素 的 集 RED. 
定理 成 立 。 

令 C 是 已 中 的 一 条 极 大 链 《 即 如 果 x&C， 则 CU (x) 
RREH). WR 已 ~ C 没有 有 7m 个 元 素 的 反 链 ， 则 根据 归 
纺 法 立即 得 出 结论 。 因 此 ， 我 们 可 以 假设 已- C 包含 一 每 反 
链 4={al，…，@mj。 

定义 4 的 下 影 为 

S = {x EP: HRN, <a) 
并 且 类 似 地 定义 4 的 上 影 S$+。 则 尸 是 现 个 影 的 并 ， 因 为 否 
WAE, A 可 以 扩充 为 具有 m+ 1 个 元 素 的 反 链 。 并 用 上 影 
和 下 影 均 不 是 整个 P， 因 为 C 的 极 大 元 素 不 属于 S ， 而 C 
的 极 小 元 素 不 属于 $*。 根 据 归 纳 假 设 ， 两 个 影 都 可 以 分 解 
成 只 条 链 ， 比 如 说 
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SC 和 Sr 
因为 不 同 的 o. 属于 不 同 的 链 ， 我 们 可 以 假设 a1E C41- 和 
9,€C,*, 
如 果 能 证 明 oi 是 Co^ WRAAE Co 的 极 小 元 
素 ， 证 明 就 完成 了 。 因 为 在 这 种 情形 下 ， 链 C,* MAC 
以 市 接 起 来 ， 给 出 一 条 链 Ci， 这 时 有 了 = DC 
假设 =, 不 是 CL COUR, XP CC a< 
x。 因 为 是 在 AWCERESS, MORE OCA, Bea, 但 
Je, RÉAGIR o «cos m 


$4 Tutte 的 1 一 因子 定理 


一 个 图 的 一 个 因子 是 一 个 子 图 ， 它 的 顶点 集 是 整个 图 的 
顶点 集 。 如 果 一 个 因子 的 每 个 顶点 的 度 均 为 +:， 则 称 它 为 一 
AEF, RERA HAE 1 一 因子 的 图 的 特征 呢 ? 如 果 
罩 台 有 1I 一 因子 五 ， 而 我 人 出 去 @G 的 顶点 的 一 个 集 S， 出 

s 在 G-S 的 一 个 分 支 C 中 ， 有 从 

数 个 项 点 是 在 H 的 包含 于 CH 
RAE, 而 C 的 其 它 硕 点 是 在 如 
的 联结 的 项 点 与 8 的 项 点 的 边 

— 上 。 特 别 是 ， 对 于 G-S 的 每 个 

图 于 .6， 具 有 1 一 因子 的 一 个 奇 分 支 C〈 即 有 奇数 个 项 点 的 分 
Bj Sj-26 T0G—S 3D FEH Hki, ERA 
BAS. C 的 一 个 硕 点 和 S 的 一 个 顶点 。 

现在 ， 因 为 H 的 边 是 独立 的 ， 所 以 这 就 蕴含 图 G-S 至 多 
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有 13| 个 奇 分 支 ， 革 对 S 中 的 每 个 硕 点 都 有 一 个 奇 分 文 OR 
图 至 .6) 。 

我 们 找到 的 条 件 的 必要 性 颅 为 尝 岂 ， 但 是 ， 虹 条 任 的 充 
分 性 就 不 明显 了 。 这 个 惊人 的 、 深 刻 的 结 朱 首先 由 Tutte 在 
1947 EEN. Ea D ERE H 的 奇 分 支 数 ， 即 奇 阶 分 支 
的 数目 。 


定理 12. 图 G 有 1 一 因子 当 且 仅 当 对 每 个 ScVCG) 有 

aq(G-5)<|S|。 GE) 

证 明 ， 我 们 已 经 知道 这 个 条 件 是 必要 的 。 我 们 将 对 G 的 
阶 进行 归纳 来 证 明 充分 住 ， 对 于 1G| = 0， 不 需要 证 明 什么 。 
现在 ， 假 设 G 是 满足 ( 米 ) 的 至 少 为 ~- 哈 的 图 ， 并 且 候 设 对 
较 小 阶 的 图 定理 成 立 。 

令 SoCVCG) 是 一 个 非 空子 集 ， 对 于 它 ，( 米 ) 中 的 等 号 
mr. m-1Se|21, MC, Co, y CLER G~ So 的 奇 
AX, BA Di, Da, o, DLE G - So MARX WR E 
更 成 立 ， 而 且 G 确实 包含 一 个 1 一 因子 万， 则 对 每 个 Ci,， 
至 少 存在 FF 的 一 条 边 ， 它 联结 C. 中 的 一 个 而 点 和 So 中 的 
一 个 顶点 。 因 为 w= 1So1， 对 每 个 C; 恰 存在 一 条 这 样 的 边 
Ci €( €Ci, si €So, HAC -0 包含 一 个 1 一 因子 (FF 
的 一 个 子 图 ) WE BAR: Di 包含 一 个 1 一 因子 《下 的 一 个 子 
ED 。 最 后 ， 边 si1G1，s2c2，…，sncn HIRTA So 到 集 
{C1，C2，…，C.) 的 完全 匹配 。 

这 个 证 明 是 基于 下 列 事实 ， 我 们 能 找到 一 个 56, 它 有 
上 面色 述 的 所 有 性 质 。 我 们 怎样 来 找 出 这 个 集 Se W? F So 
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J& V(G) 的 一 个 极 大 非 空子 集 ， 它 使 ( 米 ) 中 的 等 号 成 立 。 当 
然 ， 这 样 一 个 集 的 存在 不 是 一 开始 就 很 明显 的 。 对 于 S= h, 
AME CIO C 的 阶 为 偶数 。 如 果 s 是 G 的 任意 一 个 顶点 ， 
M 如--{8} 的 踢 为 偶数 ， 所 以 它 至 少 有 一 个 从 分 支 , 因 为 (六 》 
Rr, G- (5) 惟有 一 个 奇 分 支 。 因此， 对 每 个 S={s}， 在 
( 半 ) 中 等 号 成 立 。 这 就 说 明了 ,So 的 存在 。 

A, 设 Cl，C2,，…，Cnlm=|Sol) 是 G-So 的 奇 
分 支 ， 而 Di, Da, e Dy RBH 

D 每 个 忆 有 一 个 1 一 因子 。 事 实 上 ,如 果 SCD), 


w 
q(G - So US) 2 q(G- So) t qCD, - S9) 


«ISo USI = [Sol + 1S1, 
dk 
qCXGj,-Sy«|Sl« 
因此 ， 根 据 归纳 假设 ，D 有 1 一 因子 。 
Gi) 如 果 cSCi， 则 C,-e 有 1 一 因子 。 假设 这 一 点 不 
RE, MEARE, PENR STC) (c); 全 
«CC; - (Y US)IS]. 


因为 
q(Ci-fcjUS+1SUtejs1cilsltmod2)， 
这 草食 
qC,- G3 US) 24S] * 2. 
因此 


ISo Ute3US] = |So] t 1 1$] >G- So Ue) US) 
-24(G-So) - 14 q(C = (c) US) 
EINGESESNIM 
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Mat Gk YE So U (e) US 等 式 同样 成立。 这 与 So 的 极 
大 性 矛盾 。 
Gi) C 包含 形 如 sici(s1 € So, crECi i=l, 2, e, om) 
Hm REGES. A DuESDE— NS. XUTTIEETURSV. = 
{Cis Co, s CaM a So ZRII EE Ga Qn, m), 在 
其 中 ,Ci 联结 So DIT UR s ELDOS G 包含 从 > SIC 
BoR PREKARA H A-AA TP, 
Eo IS 到 六 HA ARIE AGAT A 
个 匹配 存在 的 工具 ， 避 Ball 定理。 给 定 ÁACE., iB- 
Da CV 〈 见 图 直 .7) . OON 

| 41 «q(G - B)s| Bl. 
因此 ， 图 G 满足 Hall 定理 的 条 件 ， 故 它 有 1 一 因子 。 


Sg E y f 
? H LEETA 
c €i H 
1 
C: 
€: IE Ca IE 
Ca [^ 
Ca 


BE.. H GAE HE A S (Cs ,Cg 用 规则 
B= Pu (4) 确 定 BOSy. 
差不多 我 们 就 可 以 完成 证 明了 。 为 了 完成 证 明 ， 我 们 来 
综合 (GD 和 (iii) 的 信息 。 从 加 条 独立 边 sicil: CSo, 
e, ECORI. PHA Ce 的 一 个 1 一 因子 (1<i<m) 和 
每 个 D; 的 一 个 1 一 办 于 (<j 志和) 添加 到 这 个 边 集 中 ， 就 得 
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8G 的 一 个 1 一 因子 。 E 
要 得 到 上 面 结果 的 气 形式 ， 又 是 很 容易 的 事 了 。 
Rit T3. EG GREZBR d 个 顶点 之 外 履 盖 其 余 全 
部 顶点 的 独立 边 集 当 且 仅 当 对 每 个 SCyVCG) 有 
q(G - OSIS] td, 
证 明 ， 因 为 没 被 独立 边 集 覆盖 的 顶点 的 数目 模 2 同 余 于 
IG), 我们 可 以 假设 
d=|G|(mod2), 
jé H-GeK*, WA H Eh C ond 个 顶点 的 一 个 集 印 ， 
并 联结 每 个 新 硕 点 与 另外 的 每 个 新 的 和 刘 的 顶点 面 得 到 的 
图 ， 则 G 包含 除 d 个 项 点 外 覆盖 其 余 全 部 顶点 的 独立 边 的 
一 个 集 当 且 仪 当 互 有 一 个 1 一 因子 。 对 于 态 ，( 米 》 什 么 时 
BRRL? WEW — S360, H-S 是 连通 的 ， 故 9( 末 - 
S91, 而 此 时 (类) 成 立 ， dm Wwcs, WapPSS'-OW, 
WV aH - 50 =G- ISSN) =q(G~S)， 故 ( 米 ) 等 
REF 
q(G - Sy«IS'| 2 18] ed, 口 


[练习 ] 


U, 假设 是 边 的 一 个 集 。 TH, PLEAR ZK, 
不 存在 从 s 到 上 的 其 有 正 值 的 流 。 证 明 : 已 包含 分 开 s 和 和 f 的 
LE 

2 。 膨 适当 的 联 立 方程 组 来 证 明 割 的 容量 至 少 象 流 的 最 
大 值 那 祥 大 。， 

V. $G-QO, E) 是 一 个 有 向 图 ,县 令 EE LI 
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义 值 容量 函数 〈 即 eC(x*，y) 是 非 负 实数 或 +co)。 令 s 和 f 是 
两 个 顶点 。 证 明 : 或 存在 一 个 从 s 到 的 具有 无 穷 值 的 流 ， 
或 存在 一 个 具有 最 大 有 限 值 的 流 。 

4。 用 和 急 减少 蕊 中 循环 流 的 数目 的 方法 证 明 ;“ 存在 一 
个 没有 循环 流 的 最 大 流 ， 在 其 中 没有 流 流入 源 ， 也 没有 流 流 
出 汇 。 

5。 使 用 练习 4 的 方法 证 明 ， 如 果 容 量 函 数 是 整 值 的 , 则 
存在 整 信和 的 最 大 流 。 

6。 对 于 在 边 和 顶点 上 具有 有 界 容量 并 是 有 多 重 源 和 汇 
的 情形 。 陈 述 并 证 明 最 大 流 最 小 制定 理 。 

7。 (环流 定理 ) 在 一 个 有 向 图 他 中 的 一 个 环流 是 一 个 没 
有 深 加 汇 的 流 。 对 每 条 这 xy 给 定 一 个 下 容量 1Cx， ?7 和 一 个 
上 容量 eG), Ka, y)«toGx, 3), uA xy 有 

lx, DKI, «ec, y), 
我 们 称 环 流 9 是 可 行 的 ， 证明， 存在 可 行 的 环流 当 且 仅 当 对 
每 个 Sc 有 

S, SKE S, 
[5 注意， 条 件 的 儿 要 泪 是 平凡 的 ， 固 为， 在 可 行 环流 中 ， 函 
ÉOSRASHSEAXqGUHSS. RHÜcAWASEH 
本 至 多 有 流 c(3,5)。 为 了 证 明 充分 性 ,添加 一 个 源 s 和 一 个 
汇 t 到 日 中 ， 从 s 到 如 的 每 个 顶点 都 引 一 条 边 ， 并 从 G 的 每 
个 顶点 都 向 引 一 条 按 。 在 新 图 Ge 的 边 集 上 定义 容量 函数 
c*(x, y), e*(, y) = cx y) - HG, 3) , eG) e LZ ,x) 
feti, =la, V, WAAR 

Fay) 7gix, 3) T(x, y) 
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RTG RATETA o PG PARIS CARE V, 
让 的 流 之 间 的 一 个 1 一 1 对 应 。 以 在 此 结果 中 所 要 求 的 形式 
重 写 在 最 大 流 景 小 割 定理 中 给 出 的 条 件 。] 

E. 令 瑟 是 无 自 环 的 二 莉 重 图 , 它 有 顶点 类 六， RE. 
《 即 及 可 以 包含 重 边 ， 也 就 是 属于 不 同类 的 两 个 顶点 可 以 
被 着 干 条 边 联 结 ， 这 些 边 称 为 平行 的 。) 通常 ， 给 定 一 个 顶 
点 %， 用 六 (x) 表 示 与 x ARARA OR deo = [DOO UK 
和 示 x 的 度 。 证 明 ， 给 定 任 一 自然 数 es 边 集 已 可 以 被 划分 成 
ES Eno, En DUAE ES 


ap K| ron Eje 48 , 


此 处 ， 本 书 的 其 它 部 分 亦 如 此 ，[z "是 不 小 于 2 的 最 小 整数 ， 
J=- -erh 
和 这样， 如果 我 们 把 划分 UE: AEA REB I UL d 一 
区 着 色 ， 则 这 个 着 色 是 公正 的 ， 即 在 每 个 顶点 处 颜色 的 分 布 
AGES. GU BH Aib Ad BH - ^ UVa 
E, Ariy- RAIRA SEV ec, LHE 
少 包 含 一 条 边 xy。 令 他 是 由 再 添加 一 个 顶点 4 和 所 有 过 
Wx， 天 ，XEVV;，y EJs， 而 得 到 的 有 向 因 , 如 图 重 .8 所 示 。 
对 已 的 每 条 这 定义 适当 的 下 容量 和 上 容 田 ， 并 证 明 在 在 一 个 
可 行 的 整 值 环 流 。 使 用 这 个 环流 定义 各 颜 公关 中 的 某 -个 .小 
9. (练习 8* 的 维 续 ) 证明， 除了 上 而 的 性 质 之 外 ， 我 
们 可 以 要 求 颜色 类 尽 可 能 相等 ， 比 如 说 | 玉 ] < EL 
KIEIKIE LH, Bites, MERSER 
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Fi 


BIG. RH. HG. 

可 能 相等 。 

i10, 4 由 入 da 入 …<d。 是 图 他 的 度 序 列 ， 假 设 对 了 = 
1，2， psi 一 1 一 Girl 有 

dizjtkh-i, 

证 明 ; AR h—dE di. 

11、 令 和 1 是 整数 ,1 二 hl。 构造 图 G,，G2z 和 Ga, 
& 、 
G (GO skfA(GOsL 
GD KG) =k PARAME x A eG- =1。 
Gi) ARAA xy Hoax) = 和 A (G3 一 xy) =l, 
12. f Uc V (0) 9 — 4 SER x €V (D -U,— 4 x— 
UBEAXSUSIUIAIEWEX, PERIA EA — 
AARMA xX EM: ARG Ëk- AYER Y G 
eld 4d R—*UCVQG STGEU & —Y E 
x, EG Dd x—U Ño GR. 给 定 一 个 对 (x,，U)， 在 
侣 中 添加 一 个 新 顶 应 4， 并 把 4 与 UU 的 每 个 顶点 联结 起 来。 
验证 ,如果 和 @ 是 一 连通 的 ， 则 新 图 也 是 2# 一 连通 的 。 对 工 
和 4 调用 Menger 定 理 。] 
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IER E TEENEEIIICDEICHETMEEES: 
CVO, RiGopük—^W, Cas xs, «ih. 

14, HG S (V, PHRA LOCO E XCE— EL, CEU 
ERE,WEWAWERCBCEqkugsgsdGuoun 
恰 有 一 个 公共 顶点 。 把 Menger 定理 的 顶点 形式 占用 于 线 图 
工 (G)， 证 明 : Menger 定 理 的 顶点 形式 草食 这 形式 。 

15, EH: dX AD -ho2, MAG pHk AA 
得 到 的 图 至 多 有 2 个 分 支 。 对 点 连通 性 有 类 似 的 结果 吗 ? 

16, AG 是 具有 最 小 度 6(G) SRI 的 连通 图 。 证 明 ， 
加 包含 一 条 路 xixa…mxiy WG- Qu, Xa, y x) LEX 
AHRR: Aare 是 一 条 最 长 的 路 。 注 意 ，1>A+1。 
TE C- 0, X2, ons S) CDI. NA yoy1…Ys 是 
FUE XXn 的 在 一 个 分 支 C 中 的 一 条 最 长 的 路 ， 
H d.Gyo «m, B yo TERT A Xi, X2, 0, Xa hy hom 
不 联结 。] 

17. G5 Gamm RATAR V: WV EASA 
Vi R Va 的 一 个 匹配 的 二 部 图 。 

《ly 证明， 存在 一 个 顶点 x EV;， EAE RAY, di 
在 一 个 包含 xy 的 从 严 ， 到 六 的 匹配 。 

GD 推导 ， wR EAE, dOd, W 3 dem 
H, CESME 中 个 匹配 ， 4 d>m, C €^ &&d(id-D 
eid-m+i) AER. 


18, $ 4= (a)i 是 一 个 nx nE, S a i S 
5j,dpegm0 ME ai, = Sasi HE: A 在 nxn 重 
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REREAD, mide na uci, EREE 


Pi, Pas s PS GASD AP URGE. Aat 
4 


Ta l, A* = (0*,07, 3EA C - Cam EE TIUS XT 
A 的 二 部 图 。 证 明和 他 有 完全 匹配 ， 并 导出 存在 置 热 矩阵 了 
Ad A, QAxl, E A-AP-B-QiDI, kit, SUR 


ii hm N6u-Y6ul-à RRDEADAEAÁ 
i=l dim 


多 一 个 0 元素。 

19， 在 1,2,…， 志 上 上 的 一 个 xs 拉丁 矩形 是 一 个 rxs 
矩阵 4= (iD ， 其 每 个 元 素 是 整数 1,2,…s# 之 一 ， 并 且 每 
个 这 样 的 整数 在 4 的 每 一 行 和 每 一 列 中 最 多 出 现 一 次 。 证 明 
每 个 rxi 拉 丁 矩 形 可 以 扩充 成 一 个 8xm 拉 丁 正 方形 。[ 提 
Ta 假设 r<n， 并 把 A VOR TIO DxndbT X. A 
Akte TEENE, WA A= iki ISAS LM 
BU, 1 所 ?所 8} 有 不 同 代表 的 集 。] ` 

证 明 ; X 1,2, 7n EE PEE N QI- Dips (i-r DI 
AR rxadgTAUP. CUR. 应 用 练习 TGD. 2 

30. à AE— ^ rxst TA, Fl AG ARA iux 
手中 出 现 的 次 数 。 证 明 。 ACID XRRxnETIEO X Y 
HA HO Eo 1,2, n AG) Er s- no 

21。 证 明 Schróder—Bernstein 定理 的 下 面 形式 ; 4G 
是 其 顶点 类 玉 和 了 具有 任意 基数 的 一 个 二 部 图 。 令 ACX 
f BcY, BOUE d 5Y 和 从 如 到 天 的 完全 匹配 。 证 
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Cui AUDI ZSIX 
上 上述 两 个 匹配 的 并 的 各 个 分 支 。 
DEE 推导 : 每 个 二 部 加 都 包 含 一 个 独立 边 集 ， 
HA ON NOS OD E WD ED 与 这 些 边 之 一 关 


hrig. Dem. F 


:6(G) xm4Q( xr, RMAC 是 一 个 
G, r- I —IEWIBB, SEIL AD Skar Arr- k 一 
正则 图 者 包含 一 个 (3，s 一 外 一 正则 因子 。 [提示 ; 假设 = 
rf 一 ]， 取 一 个 极 小 (r,r 一 有) 一 正则 因子 。 注 意 ， 在 这 个 因子 
中 ， 没 有 两 个 + 度 顶 点 是 分 接 的 。 油 除 复 盖 + 度 顶 点 的 独立 
边 的 一 个 集 。2 

217, 一般 拓扑 中 的 Tychonov 定理 如 下 : 紧 致 空间 的 
您 高 类 的 积 是 暴 致 的 。 讲 此 推导 Hal 定理 的 下 述 推广 

令 忆 是 具有 顶点 类 义 各 六 的 无 限 二 部 图 ,使 环 中 的 每 
个 顶点 与 有 限 多 条 边关 联 ， 则 存在 一 个 从 让 到 站 的 党 全 匹 
ESBGSAX 的 每 个 有 限 子 集 44， 都 有 | 全 (1 之 | 4|。 

证 明 有 限 条 件 不 能 省 略 。 

25. 证明， 2 一 边 连 通 的 三 次 图 有 1 一 因子 。[ 这 个 结果 称 
Jp Petersen XE, JTE, AA Tutte 定理 的 条 件 是 
满足 的 。 如 果 ' 呆 元 ScF(G) 且 CC 是 G-S 的 一 个 奇 分 支 ， 因 
为 G 是 2 一 边 连 通 的 ， 则 至 少 存 在 两 条 S 一 C 边 。 并 且 ， 因 
为 G 是 三 次 的 ， 至 少 夺 在 三 条 S 一 C 边 。 推 导 9 (G-5) S 
IS]. J 

28, ( FOE SET 的 第 二 种 证 明 ， 给 出 定理 10 在 情形 
人 =0 时 的 一 个 直接 证 明 ， 然 后 ， 由 它 导 出 cf 的 一 般 情 
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形 。 

27。 令 是 至 多 有 1 这 2 个 独立 顶点 的 # 阶 当 。 汪 
sh 和 如果 亿 是 如 的 不 包 侣 有 向 图 的 任意 -一 个 定 商 (无 图 定 
D, UGE- AREPA n- 1 的 站 向 小 。[ 提 示 : 
应 用 Dilworth 定理 一 一 定理 11。3 

28， 岂 练习 27 导出 下 面 的 结果 ， AE ireren 
ERRERA, REE- Art] 个 数组 成 的 集 ， 
PPRA- ARERR Ar 个 数 中 的 任 订 一 人 ， 或 者 存在 
—4gpHasca cexn, ERY oic, Np as AR 
Ba 

29。 指 述 所 有 不 包 售 1 一 因子 的 n=21 阶 极 大 图 。 E 
$a RU Tute 定理 (定理 12) KE. 

30. (参看 练习 20 duEDDH EO ES karih 
n 阶 极 大 轿 。[ 提 示 应 用 推论 13。] 

5351。 利用 练习 30 和 二 项 式 系数 (3) Q9 2 t Ur RESET 
WR n>+1， 则 具有 至 多 户 条 独立 这 的 4 阶 图 的 最 大 级 是 

max(C575,0) + &Q- k)}, 
DEI: 极 图 ( 妓 使 等 号 成 立 的 图 ) 是 轿 *1 JE 


K’ Md E? 


HELO, A 8-3 nso, ZEINA KIUN? TIK? ES, 
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BK€-ESbBx-A-d4. AAT. D 

32。 如 果 存 在 一 个 图 口 ,其 顶点 集 为 VO) = 0s, 
Xaj, Edi) =di 1isn, RARE AFP di, da, 
d, 是 可 图 的 序列 。 (图 G 称 为 实现 (di) D. o EH: didz 
三 Pd Eam ism 

dz-l,da- dl, daa lsderzs daas 

也 是 可 图 的 序列 。 

33。 使 用 上 一 个 练习 给 出 的 算法 确定 ， 下 看 序列 中 冲 些 
是 可 图 的 序列 ;5,4,3,2，2,245,4,4,2,251; 4,1,3,8,2,2, 288 
545s5s4,2,1,1，1。 画 出 由 这 种 算法 移 造 的 实现 相应 的 序列 
的 国 。 
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EVE 极 值 问题 


-个 下 阶 图 至 少 要 有 多 少 条 边 才 一 定 包 食 一 条 长 为 了 的 
路 呢 ? 包含 一 个 长 至 少 为 1 区 园 昵 ?包含 一 个 长 至 多 为 1 的 
Aw? 包含 一 个 完全 图 Kt: 这 些 问 题 都 是 也 谓 禁 凡 子 萎 
问题 的 特 跌 情 形 ， 给 定 一 个 矢 下， 确定 ex Qu F), Mik 
exi, F) 是 不 包含 的 nn 阶 图 的 最 多 边 数 。 禁 用 子 图 问题 
是 图 论 中 相当 大 的 一 类 极 值 问题 的 一 个 主要 例子 。 在 这 一 章 
测 ， 我 们 将 介绍 关于 蔡 用 学 图 亲 题 的 荣 些 结果 ， 并 讨论 与 之 
有 关 的 一 些 极 值 问题 。 必 须 强调 ， 我 们 不 打算 全 面 地 介绍 级 
图 理论 。 ` 

在 进行 详细 讨论 之 前 ， 我 们 先 对 记 用 的 术语 加 以 适当 说 
骨 。 如 果 对 一 个 给 定 的 图 类 的 其 个 图 参数 ， 比 如 说 边 数 或 最 
小 度数 ， 全 多 为 菜 个 数 六 ， 则 称 使 等 号 成 立 的 图 为 该 不 等 代 
的 极 图 。 一 个 半 几 的 例子 是 ,~ 个 # 阶 无 网 图 至 多 有 nn- 1 条 
边 ， 其 极 图 是 n 阶 树 。 在 禁用 子 图 问题 中 ， 如 果 一 个 图 不 包 
A FAH ex0 PY, 则 该 图 着 极 图 。 前 -一 章 中 的 Tutte 
的 因子 定理 使 我 们 能 解答 一 个 骸 好 的 极 值 问题 ， 总 共 多 少 条 
边 才 能 保证 有 有 + T 条 独立 边 ? 在 这 种 情况 中 , DB b 146 
独立 边 组 成 , 即 厂 = (0) 天 ?2。 第 下 章 的 练习 31 扬 睛 ,对 
"BIRRI, ex) 的 极 图 是 KES ETIN 
Ee 

AEIR RRTI R AREA RKE, BA 
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"WX mag Sukdte AWARSORR. unde 

EXP TII INMETIPIEIETE 题 的 方式 。 
第 一 节 是 关于 级 较 大 的 图 中 的 路 和 图 《 短 的 和 长 的 》。， 

其 中 ， 我 们 给 出 ex 站) 的 一 个 很 好 的 界 ， 此 处 exCn; PD 
十 没有 长 为 的 路 的 # 阶 图 的 最 多 边 数 ， 我 们 也 将 介绍 关于 
哈密 顿 圈 的 一 些 基本 结果 。 

EREI, RAADSEL -At Turen GEN, MAE 

TARK , MN NREN E 48 3E E 

MPE exam; PO exin KO 时 ， 我 们 主要 甘心 的 十 
4 比 二 和 + 大 很 多 的 情形 ， 如 时 玉 和 有 网 样 的 阶 ， 我们 
遇 到 的 问题 就 不 一 样 耻 ， 这 些 问题 中 的 一 个 宇 要 例子 是 哈密 
否 圈 问题 ， 我 们 将 在 第 三 节 中 讨论 它 。 多 年 来 为 寻求 这 一 癌 
题 的 解答 作 了 大 基 的 工作 ， 而 目前 得 到 的 答案 还 具 是 在 某 种 
极其 狂 窗 的 意义 下 才 是 满意 药 。 

”第 四 节 介 绍 了 非常 深刻 的 各 令 人 惊奇 的 记 rdes 和 Sto- 
ae 定理 ， 即 关于 exu MAER UAR 下 是 完 余 + 一 部 图 ， 
其 丝 个 类 有 个 顶点， 而 作为 这 一 结果 的 直接 推论 ， 我 们 对 
^TE F, 可 以 确定 limex (s Fn? 


$1 路 和 Hi 


按 这 个 问题 的 自然 担 法 ， 我 们 的 第 一 个 定理 是 用 最 小 工 
和 围 长 ， 即 最 短 图 的 长 ， 给 出 图 的 阶 的 一 个 下 界 ， 同 样 ， 这 
个 结果 也 用 阶 和 最 小 庶 来 给 出 围 长 的 一 个 上 界 。 

定理 1. 对 gz3 和 6>3， 记 
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eS - n? 1 一 1) 如 果 g 是 将 数 ， 

Holg6) =f 3 , . 
alg -D''-0 如 果 g 是 偶数 ， 
划一 个 具有 最 小 度 6 和 围 长 g HAEDAN gd) 个 顶点 。 

证 明 : 首先 ， 假设 9 是 奇数 ， 比 如 说 g=2d+1,d 之 1。 
R A DUR x。 丰 存在 这 样 的 顶点 z* 使 C Gr IE E e H d 的 
两 条 不 同 的 > 一 x 路 ， 因 为 不 然 的 话 ,， G 有 长 至 多 为 24 的 
Bo PEE, 至 少 存 在 $ 个 导 x 的 距离 为 I 的 顶点 ,至 少 5 (5~ 
DA 5 xS ROS HEK E, EAM aG- DIM Y 
WERN d'a BER CIE. D o "m 

nzitór-Ó(-1)*--(Q-047!, 

这 正 是 所 要 求 的 。 

现在 ， 假 设 g 古 偶数 ， 比 如 说 g= 2d。 取 两 个 邻接 项 点 
x Hy. AEE? C1) 个 与 {x, 儿 的 距离 为 1 的 项 点 ， 
206~ 17 个 与 fxyy) 的 距离 为 2 的 质点 ， 竺 等 ,2(6- 1)21 个 
与 {xy 引 的 距离 为 d- 1 MAG XZEST SORIPRAEC, D] 


X à ， 
HN.. WE 5-g-57ld-4, g-6. 

令 Go 是 定理 1 的 极 图 ， 中 具有 参数 5 和 g 且 使 等 号 成 
LRH EAHA A: Go i SREM Rg 
24+ 1， 则 Go。 有 直 答 4， 和 如果 g =24， 则 每 个 顶点 与 每 对 入 
接 硕 点 的 距离 不 超过 d 一 1。 .显而易见 ，n。(g,5) 也 是 存在 其 
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育 上 述 后 一 个 性 质 旦 其 有 最 大 度 6 前 图 的 最 大 阶 数 (练习 1)。 
我 们 称 CLA ROR 5 MBK gi Moore 图 . 战 当 g=2d+1 
if, Co EEY ò 和 直径 为 qd Bü Moore 图 ， 在 第 但 剖 中 、 我 
们 将 用 代数 方法 来 研究 Moore 图 。 

现在 来 看 看 我 们 对 于 由 中 的 长 圆 和 路 能 说 些 什么 。 如 果 
一 个 4 阶 图 是 哈密 顿 图 ， 刘 它 的 周 长 ， 凶 圾 长 略 的 长 是 n, 
而 最 长 路 的 长 是 #- 1, 但 是 ， 每 个 非 哈密 顿 连 通 图 包含 至 少 
象 图 的 周 长 那 样 长 的 路 。 事 实 上 , WE C xo xix 是 最 长 
HANIS, MEEME y, 不 在 C b. 但 x 
与 C 的 一 个 巴 点 〈 设 它 为 xj) HE, 于 是 yxixsy e 
条 长 为 【前 路 。 


定理 2. OCE n> 阶 连通 图 ,而 上 对 其 任意 -… 对 不 售 
接 的 顶点 x 和 > 有 
d(x) t d(y)zk, 
TURR-n, WDG 是 哈密 顿 图 如果 hn, DEG 包含 一 条 长 
为 上 的 路 和 一 个 长 侈 少 为 (&+ 2)/2 的 图 。 
证 明 ， 假 设 C 不 是 哈密 顿 网 ， 令 已 =xixz…xi MEG f 
一 条 最 长 前 路 。 已 的 最 大 性 殖 含 x， 和 n 的 邻接 顶点 者 是 DP 
的 顶点 。 因 为 不 包含 长 为 1 的 图 ,x, 不 邻接 于 xz。 并且， 
铬 卫 不 能 包含 这 样 的 项 点 x; Wx, Ex, 邻接 xz， 而 
CIIM E DI MER xi 是 长 为 1 的 
E AF. . WE, 4E 
Feas farni E EQ) fi 
DG) {xia a, EE) 
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JE(xs xs ir Xj 的 两 个 不 相交 的 村 集 ， 政 
kada) + dx) Sl - 1«&n-1, 

由 这 个 不 等 式 即 可 得 定 利 的 前 两 个 断言 。 如 时 入 = ns 此 不 等 式 

EDRR EH, MOG Abr H P. Jndt ecu, M Pf de 

Ii 


Xii Xe? 


HF.. KARRA E, 


JL KT MSEE OR RR IIR daD Sd), 
W d CD STh/2], ETI RECRUIT a EN 
dt-max(óxax,€ EQ), M 12dGu) + 121+1, 而 
GBARA ERE xi xs ex Li 


在 $3 中 ， 我 们 将 使 用 此 定理 的 证 明 来 获得 关于 没有 长 图 
和 长 路 的 图 的 详细 信息 ,暂时 我 们 仅 给 出 定理 2 的 两 个 推论 。 
定理 5. 令 G 是 一 个 没有 长 为 斤 写 1) 的 路 的 # 阶 图 , 则 

e (G) «xn. 


一 个 图 是 其 极 图 《 即 它 使 等 号 成 立 ) 当 且 仅 当 它 的 记 有 分 支 
ME k MEER 
WEBB. RNEER, HAMR n Bg Aik WR n 
ko ES RRR MERE ARE AA BEE n ERRE. 
MEG EREM. ABRAS EOR n iy o 34 
de. FGA, WERU K^, WIREL, V 
"lon. 


HREL R C0 /2 VER UR 2 OC -x RUBER Lil 
eO») xid(x) te ~ x)« 


RT oy Sra, - 
2 2 2 c 


XBA, GCR Je REI. QERLICIUREAHBS ES Ee 
Jp ROI, W ` 


e(O «* a- o, 


SARA 3CBLIS A HOTE 4E 08 38 9 3E TL E ig Erf DUNS 
是 点 阶 完全 网 。 £1 


这 个 定理 的 证 明 比 定理 2 的 证 明 复 杂 一 些 ， 因 为 它 的 比 
较 方 便 的 证 法 要 用 到 $3 中 引入 的 “简单 变换 ”， 这 个 定理 的 
证 明 留 作 练 习 (练习 25) .其 中 有 详细 的 提示 。 

82 完全 子 图 

在 不 包含 + 阶 完 全 子 网 K Hn aR, EK K H 
exin 天 0) 是 多 少 ? 如 果 G 是 C-D 一 部 图 ， 则 它 不 包 全 
K, 这 是 因为 的 每 个 顶 虑 类 宇多 包含 完全 子 图 的 一 个 项 
Hb, R, exGu KU) SUPPE n O- 0 — REL RUCATIC, 
ERE, PE-RT BCKARBU n EG - 1) 一 部 图 ， 这 个 
BERE 人- D 一 部 图 了- 0), HE k RPTL k- 
D/G- DJABUQSQW. 2, KFZ, T. 00 是 其 各 类 中 
天 点数 尽 可 能 相等 的 # 阶 完全 人 7- 了 一 部 图 : EHI k K fi 
A m AP UR TE m Er me mo mod. RRE, RO HE 
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具有 最 大 级 的 # 阶 (7 一 1) 一 部 图 ， 显 然 ，G 是 完全 (r-0— 
部 图 。 假 设 其 各 类 不 是 尽 可 能 相等 的 ,比如 说 第 一 类 及 ,个 
顶点 ， 第 二 类 有 m.m, + 2 个 顶点 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 
月 把 第 二 类 的 一 个 顶点 转移 到 第 一 类 
的 方法 ， 我 们 可 以 把 边 数 增加 Cn 
*1)Gu-1)—-mm,-m;-m,-1 
A1. 

TOD TUE T AE END 
GO, XE, GG = Un?/4 f, Turan PIN3,T uran 图 。 
的 基本 定理 表明 ,平凡 的 不 等 式 exi K) >t GD ， 实 际 
上 对 每 个 上 和 了 是 等 式 。 我 们 首先 来 证 明 ， 一 个 没有 六 "的 
图 的 度 序列 是 被 一 个 Cr - 1) 一 部 图 的 度 郊 列 所 控制 +。 由 上 
面 所 作 的 说 明 看 出 ， 这 蕴含 Turin 定 理 。 

定理 5. 令 C 是 具有 顶点 集 玉 但 不 包含 r 阶 完全 图 
五 "的 图 ， 存 在 一 个 Cr- 1) 一 部 图 豆 ， 使 其 标点 集 为 I.N 
且 对 每 个 巴 点 zEyV 有 

del) &da(2), 

如 果 C 不 是 一 个 完全 tr -~ 1) 一 部 图 ， 则 至 少 存在 一 个 顶点 
2， 对 = 来 说 上 面 的 不 等 式 症 严格 的 。 

WEBB. 我 们 将 应 用 对 了 的 归纳 法 。 对 >= 2 不 需 让 明仁 
么 ,因为 G 是 空 图 E"， 它 是 1 一 部 图 。 现在 假设 r3 和 对 
较 小 的 + 值 断 言 成 立 。 


IRPL a: aspe, 0à EOGSOET] bi, ba, c, ba Wife, iai mbi. 


zii oc, — Bh. 
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取 一 个 顶点 xEVJ， 使 de(x) 最 大 ， 并 用 开 den G H 
UC. GUIRA KI, BOR 
性 形成 NU. KAREE 我 们 可 以 增 
a HEURE Ca, Ha WEARI, HAAA 
y€W Gid GO Edm 把 三- 让 中 的 奈 点 添加 到 
HoH, Qe p M 中 的 每 个 项 点 与 下 中 的 每 个 顶点 联结 
EK. AREH, RIRA, MAIA y H 
T3 ER E 

MRZEV-W, W dn) =dua) =de de (2); 
WREN, M dule) = drol) *n- (W |da (2) *n 
-IW | >del) XH, 3H 2€V, fidc «ds (z) 。 

天 能 包含 r 阶 完全 于 图 吗 ? RATRE, HA H i—i 
KATRE VW 中 至 多 有 一 个 顶点 ,在 洲 中 至 多 有 +r-2 
个 项 点 。 

HF seH) 的 G, 我 们 能 说 些 什么 跑 ? 此 时 
eG seH), WRABER, Co 是 一 个 完全 (r 一 2) 一 部 
子 图 ， 而 。 

esCQV A) ses M^) = (FN 


Wt 


eG CT) s eCHCE2) - 0, 
G- D—BIS. n 
现在 ， 我 们 给 出 Tura'n 定理 原来 的 形式 。 


EWG, ex RO) 5 a0) W Tra, D 是 噬 一 的 不 包 
A r B see T ERE m BRI 1 OD OS 
第 一 种 证 明 ， 1823 T, 《wD 是 唯一 的 # 阶 的 和 级 最 大 的 
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-了 一 部 多， 由 定理 5 就 得 到 所 要 求 的 两 个 断言 。 Ll 


为 了 强调 定理 6 的 重要 性 ， 我 们 也 从 基本 的 原理 出 发 来 
证 明 这 个 定理 。 这 个 证 明 是 基于 下 述 事实 ， 了 GD 几乎 是 
iE NW fr. BL OCT i00) 9 n- n7 - D. AT, a) = 
n-bn/G — 1) J.T o X6 T, D rfr mA HEIC LR 
W T. 00 x A T iG-1» 
第 二 种 证 明 : II r239208 27V A ENE XET n 

是 平凡 的 ， 故 假设 nr HA) n EMERE Y. 

假设 6G 有 "个 顶点 ， 4. 1x) 条 边 ， 耐 县 它 不 包 食 K'o 
HA T MERES K' 的 极 大 图 ( 即 不 能 添加 一 条 边 到 它 
之 中 而 不 产生 K ， 如 果 我 们 能 证 明 @ RER Tei 0, 
归纳 步骤 就 完成 了 。 因 为 在 了 -1《n) 中 任意 责 售 项 点 的 度 至 
E2 ANE 

SG EET G0) SEAT, G0) € 48). 

A xOEG 的 一 个 着 点 ， 而 且 d(x) 2G) CT, G0). WI 
Ti 


eG - x) 2e(2) - dX eC, 10002, 

故 依 时 纳 假设 ，G: = C x d Tuis 
G, HARUR TERRELL a- D/G- DI 个 标点 、 

ipie x RT 

SEEE 
4 GS PM G. BERHARGA. DIOS x ARAE T 
G i fA IPFI TA TUA, CESARE TRE Ap di IIS 
顶点 类 中 的 顶点 之 外 的 C. 的 所 有 顶点 。 IXIEBTT G AAA 
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HON 已 

很 容易 就 是 以 把 上 曾 的 还 明 改写 一 环 ， 以 给 出 一 些 有 关 
的 结果 (参看 练 2] ?7,8) 。 

现在 我 们 转向 Zarankiewicz 问题 ， 它 和 关于 二 部 图 的 
Tura'n 问题 类 似 。 把 第 一 类 中 有 mr 个 顶点 而 第 二 类 中 有 # 个 
顶点 的 二 部 图 记 作 CO, m. NUR Ca (rm 不 包含 其 第 一 
3&8 s 个 顶点 而 第 二 类 在 上 个 顶点 的 完全 二 部 图 ， Ca 《mn) 
的 最 大 级 等 于 多 少 ? 这 个 最 大 值 通常 记 作 200, 5.0, TF TT 
的 简单 引 理 似乎 列 含 函数 > (0mm s D 的 一 个 非常 好 的 上 界 。 


312 7, Em, n, s, t, r, RRE, 28sm, 
2x€Pxn, (xRorm, I4 G =G; mm EAH zo my = 
hmer 的 一 个 图 ， 并 二 它 不 包含 第 一 类 有 个 顶点 而 第 二 类 
有 于 个 项 点 的 于 图 天 (sy 六 ， 则 


n(r)m-o(5) «(57 «c-»(P. o 


ER: 用 Va LV AER C HMAK. WRH AEV, 
联结 六 : 的 一 个 1 一 集 7《 即 有 1! 个 元 素 的 集 ) 的 每 个 顶点 ， 


则 说 人 属于 x。 局 于 顶点 “的 1 一 集 的 数 日 为 (< O )。 因 为 
XEG 的 假 没 就 是 说 六; 中 的 全 个 {一 集 至 多 属于 信 ， 的， 
1 个 顶点 ， 我 们 求 得 

XP )«c-»(7). (9) 


因为 OL don ezomyshmer, Qr«n, MHT >t, 


4v 
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fco -(")g n für Sot n AES CD. " 
EAB, m,n D SG D (n- be pm n Ie 
G- Dmae 
证 明 ; $ C=C: (n,o JE iC mn, s, D BR 
[8, BA C. FL Hz (On nis, DURA K G,D =my TE 
HZR. HA yE KERORA 
(y- -ID SG- Da- (t-1))'m 1。 


作为 定理 8 的 一 个 推论 ， 我 们 看 到 ， 如 果 t2 和 “> 
GT 者 国定， 则 对 每 个 充分 大 的 4 有 
zimmi Con, [63] 
引 理 7 ARREA ex i Ko (0) IT ERE, ex Gi 
Ki) B SÉ 1 一 ! 二 部 子 图 的 # 阶 图 的 边 的 最 大 数 
He 


REI, exe Ko 0) & 1a tate pec 


* jen 


< 
2 


ER: RC M-AMKIS. REIR DODGE, A094 — 
APTUS x 连接 于 一 个 t— 8S TEARS. E LS AM (BR FR 
TUS. RICREA Kot, fT IHTESEEJST 1-1 
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TUUS WIE, IR CARRI (OT EUN. e 26x Gs 


"Am gus. 7i 


Ki GOD z( jee-»(1) ) 

很 可 能 ， 当 uoc, ERR 2， 不 等 式 (3) 给 出 了 
zonn G0 EARDER, (DO L-2 和 3 证 加 了 这 个 
Ro ERE, emm sD 个 非 于 比 的 下 界 是 相 
当 困 难 的 。 在 第 证 童 中 将 使 用 概 闵 的 方法 米 获得 一 个 n 
T THWUX— Wu. teo dE DIEuESI— EARN ENS vm 
AY nas B IBE, PFA iz 的 
联系 。 


XO. sym 2,2 € bn Gn D G HORAS 


多 个 #8 的 从 ， 等 号 成 立 。 


证 明 ， 注 总 ， 对 于 z= 二 {1+ Qum), A 


fBi(cfe Ng C-Ui0. m. KWAKE z, Wl 
AUGUE (OR Gm. J dadas d. ROG B 


giae uitium, wf d, sened Lc, Wf 


在 引 建 7 ERIRE, 3$ 
-109° 


这 表明 定理 中 的 不 等 式 的 确 成 站。 

Je b. PEL BE GER GEHE UR Y GRATI EXC p 
SINUS G IE. RE £di-dis--di-dMft 
C 的 第 二 个 顶点 类 三 : 中 任意 两 个 项 点 惟有 一 个 公共 的 E 
Dino WARE, Vogue DNE d, VLL V MIER 
ABUS dE ARBRE hio 

BRY spo A. Xxx CV RCON. MU T 
WELD, AEn DAMN RR, AAE RRE, WER 

OB d 个 点 ， 通 过 任 登 西点 丛 好 存在 一 条 线 ， 而 任意 两 条 
线 恰 好 相交 一 点 。 这 样 ， 得 到 了 < -1 阶 射影 平面 。 因 为 荔 
PRZEPRAW, RHEA, WRAHA n 个 项 点 的 
身影 正面 ， 则 对 这 个 壮 等 号 成 立 。 特 别 是 ， 对 每 个 fr=92+ 
9+ 1 等 号 成 立 ， 此 处 9 CREME, 

地 后 ， 对 上 面 的 ? 值 我 们 来 观察 @ 的 实际 结构 。 令 
q 是 素数 插 而 PGO, q) 是 在 g 阶 域 上 的 射影 平面 。 今 六, 是 
DESEE TTE 

IF. =] Va| sg? glos, 
4 GC RUE VV. 的 二 部 图 Gs 0n m. de 

PP EV, CV2)JE- RPPSEDUS BL P ERI ECOLE. 


D, MGA sGED = lt (nm 2)! 2M n, ifi Eu 
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Aoi nd. 站 


UT son), $3 


IE 4,PG 2, 22 MARE - DIST 
$3 哈密 顿 路 条 


一 个 图 类 称 为 是 单调 的 ， a RU HELL CT EISE A DR E 
Lig WMA ERRO RIE M UA TP. 
4i Eie RE Z ICE FRE UH M UA d A P 
RIAR., CHER, xONOONONOHEEDR de NRA ENA 
包含 的 子 图 来 描述 。 例 如 ， 在 上 上 节 中 叙述 的 Turan 定理 的 最 
简单 的 情形 说 , IIS M e (GG imor ja BEAP ={G: 
G 包含 K 引 中 。 ffdibil, WE LEP H L=M He MC 
P， 就 说 图 的 一 个 类 P 是 图 的 一 个 性 质 。 

RERA METERA Pp? 对 基 些 和 情形， 在 
在 解决 这 一 问题 的 简单 而 有 效 的 方法 。 假 设 有 三 元 组 (C,x， 
DERT, Wi GÆR, Tx M y G 中 的 两 个 不 锅 接 的 
顶点 ， 丽 且 和 如 果 (G,x,y) ETAGEM, WG EAFP YEN 
当 G*+xy 属于 P。 例 如， 如 果 P 是 “包含 KK 这 个 性 质 ,而 
Tz(G,x, :4 站 (20) 间 太 (9)1<r-2}， 则 上 述 条 件 成 立 ， 
对 这 种 情形 ，G TAR CRE. MRC BARAER EE 
RO UAR u M o EC usc) ET， 则 我 们 可 以 重复 这 种 运 筑 ， 

I Ml 


Bw RE GG tuv REG 过程， 得到 图 
G*2G, WW P P AHIO GC d pP, du RCmxTTÉ 
Be, MERRIER: BLAN 0 CG*, FEQ. a,b) c 
T. XE, HOD C* CM, Duet S Ts p P 
nfo 


LRA AON KILA R a: DR TA 
i. GDE, C EPE G' CP ERAH RU GO t 
RELA lE C CM JERR, WW pm Gto Mak WP 
Use A. dex Vip, Suis bg fs. PEDE 
HEERE: RITER T EA A R II Duce 
WERA Ao FRATRE, URL A 
RNE SAREEK EI. 
Fnk EARR, P n Eris — AS. UEC wieg 
的 一 个 # 阶 图 ，% yG AAR EE TUE CU, MiL 
dix) +d C) zh, WR G 有 性 质 P AHR YG 2G xy 
WAPE P, WIARE P RR k REI. BR b ML. XP 
nBRELC, PERR GHLELRUS T IPER WE -R C I8 
G*-C4G), BE xyéEQ, M 
da, (Xx) + de C) Ek- 1, 
月 前 一 段 的 记号 ， 我 们 将 到 
T2((G,x,::1G|l «m xy € EG), d GO +d) mh) , 
这 确实 非常 简单 ， 故 GD RB. LA A EERERT REC C 是 
唯一 的 。 我 们 几乎 具 要 用 定义 就 可 得 下 述 的 稳定 性 原理 ， 如 
P 是 nn 阶 图 的 一 个 8 一 稳定 性 质 ， 则 GG 有 性 质 P 当月 仅 当 
Ca《G) 也 有 性 质 P。 我 们 称 Ce(G) 为 G B &— H8. 
^ 112* 


XoRGO BME, DERE 2 EH : URRE 
顿 贿 这 个 性 质 是 一 稳定 的 ， 而 包含 险 密 模 路 这 个 性 所 吓 
tn 一 1) 一 稳定 的 。 事实 上 ， 如 果 对 全 意 两 个 不 同 的 不 名 接 顶 
JÀ RE v. d GO ed G0 zn 1, [X Ho E, MOERS 0g 
umi TARE RRE, AMENA kA (LR e 
户主 的 起 因 )。 依 稳定 性 原理 ， 我 们 得 到 了 了 定理 2 在 = 或 
4 一 1 的 情形 的 下 述 新 所 法 。 


MATN. CERERE CALR Ce (G) 486 id 
C ARRA A C GEI RR un 

MARIER EE RTRA LCS. ORE 
要 求 (iip》， 我 们 对 一 个 图 成 为 哈密 额 图 可 获得 儿 各 不 网 的 
充分 条 件 。 当 然 ， 定 理 2 的 名 = 的 精 形 不 用 做 任何 十 作 就 
MUSS MOL k=n- 1 也 是 如 此 ， 因 为 在 第 一 种 情形 下 条 伯 
HEAS C(O = 天 "， 第 二 种 情形 音 食 Cai (G) 94K", 而 
WRS, WK 是 哈密 顿 图 。 为 了 更 好 地 利用 引 理 11, 我 
们 来 证 明 下 面 的 兄长 的 技术 性 的 引 理 。 


38 12， 令 kon 和 .t 都 是 自然 数 ，t<<n, 4G AAWA 
SVG) (us x3, ns X ABIT. IEEE A BIOL 
C,G) EEG t-14n-1BHBBUA, WEEREK Tas 
i, jasicism.RExoxeEQD. BFAA 


- -了 如 的 两 色 话 说 光 是 同 - EIKA, i= iE 
HS RAS Ca c CD EEUU. — Erb. 


[»max(9n-h-i, n-t 1), 
dix) SIR nd (xX) &j *k-n- 1, Qn 
d(xi) + d(x,) Sh- 1. 
注 。 注 意 我 们 并 不 假定 G 的 诬 序 列 d Gd Gu, n, 
qz) 已 用 任何 方式 排 成 次 序 。 
A: P H COD A Mese REI. WRN ELNA 
下 标 i 和 了 如 下 ; 
j= max(ldg(x) sn ~ 17, 
i= max{iixx g EGI) Ja 
Ju xix;d EGHD, Mutili codi 
dui) +da Ek- 1, 
这 缠 含 (4) 中 的 第 四 个 不 等 式 。 硕 点 
XpetsXieny sXe 
中 的 每 一 个 在 H 中 的 度 都 是 #4- 1， 故 
"-fe«i-l 
H 
n= [SOCH) &dg (x), 
顶点 x, KET E EUR - DUE TE 
7 -i1 个 顶点 ， 故 
dalp Sn- jrj-i-isn-i-1, 
这 些 不 等 式 能 使 我 们 证 明 下 标 i，j (1 CPI OO 中 
谢 下 的 三 个 不 等 式 。 SEXE, 
de (x) Edy (xi) Sk- 1-dg(x) 
Xh-1-G-i-1)Ei&h-n, 
dola) dy) shk-1- dai) 
1H 


前 面 的 


«k-l1-(n-jz2jth-n-i, 
PitjmOG-daG)-D*Q-dg(x) 


2ni- (k-1)= 2n- ko 


ZRADE 11 AMIM 12 QFP Gon Aiken Rae- D* 
IPE RRITE NE, RIIA LA URGE 
用 的 条 件 。 


ERT. 令 G RAE DURSEV (G) = Gs x2, xX, Hl 
SA, n3. 4ecoili, JHBEREfEXGEEI T fs i 
POs«HROPem, (Ex EE ORA jan- ite, 

d(xi)&i- e,d(x) «j - 1-c, 

d(x) *d(x)«n- 1-6, 
和 如果 =0， 则 GG 有 蛤 和 窜 瑟 图， 如果 e=1， 则 CG 有 了 哈密 赖 
路 。 口 


这 个 定理 有 下 列 精彩 的 推论 。 


推论 14， 令 G 是 有 度 序列 di «die ed, Q2 Mi 
个 图 ， 具 令 e= 0 或 1， MRY dk- ecl a-o NRA 
d, ZN- ko 
MRe=o, WGR ERED Mesi, WGA R g 
路 。 口 
谐 谈 者 注意 练习 21 和 练习 22， 它 们 表明 ， EEH 
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pute icd Beh e TRA, MEDIE IRAE d doen 
d, 大 这 样 的 可 图 序列 ， 使 


dy in- b RI dest c", 


Wide delel C. AWARI X exor WE do zd, 
«ism, M C BOREAS 


INS S x Fei i AER 

EST Ae EU RICERCA, XI -A BOR S 7T 
站 。 令 5 是 G 中 一 条 最 长 的 so—is WAR xo 的 最 长 的 
Wi: Sexox,eons W Doo) c {oX nns sad, BOE 
虽 的 活 ,S 将 能 延长 而 得 到 更 长 的 路 。 如 朵 邻接 十 
XKXUEPXk- D. WS SXXX aXX dE TR dit 
长 的 xo 一 路 ， 我 们 称 S 是 S 的 一 个 简单 变换 ， 它 让 在 3 中 
AR x x; 并 添加 边 wxi 所 得 到 的 。 注 意 ， 如 果 S 是 5 
的 简单 变换 ， 则 5 iE S 的 简单 变换 ,而 S 恰 有 d(xW) - 1 
ARER, EARI PRAE BOR AUI qe 
OIN .5 。 

令 工 是 $ 的 各 个 变换 的 器 点 《与 xo 不 同 的 ) 集 ， 并 记 
Nes(xi€Six. CL x, CLHORNSV-NUL, R, 
T, E ATI Jc i — "Du n fe, ON 是 它们 在 S 上 的 党 接 顶 
RUNE, WDR RERRDUSRUSRS 

DE 


定理 15. [SG Ui LR ho 

证 明 ， 困 忆 一 下 ， 因 为 是 最 长 的 xo 一 路 ， 所 以 不 在 
ZE L-- (Y SD. FERE. XE S I fg pne DP, ii 
FOE, 

dE xo CEG), HIBXxICL, LER, AS LSH 
TEx ZOLI eres IH Jd Si 二 on frm BERE R È 
Si 的 ARERR fox ES AS: FAGET E PE 
的 邻接 顶点， 内 为 否则 的 话 ， odd Y N. Mi, WEW 
xx, Gq-joimjenD EM PE e E yj SSS 
—S, 中 间 消 失 的 让 ， 则 两 个 顶点 x A b T3 -个 在 工 
|t Ail SEN ps XE, ELUN SQ - R, 这 
Sem y m. id 


7c i8 pier, SEHE 15. 3x ERU AEN 
个 结果 也 是 利用 简单 变换 得 到 的 。 


定理 16. OW ERC 中 度 为 供 数 的 顶点 的 集 ，x, 赴 局 
敬一 个 不 点， 则 存在 偶数 条 终 业 于 环 中 的 最 长 的 一 路 。 

证 明令 万 是 一 个 这 样 的 图 ， 基 顶点 集 全 是 售 中 的 明 
长 的 < 一 路 的 集 up Pi ES RAT PIECE ibo 
Pa ME Pdf AE E YR. R a H P xox pox CS 
的 度 是 vd (x) -1 T W^ 中 的 最 长 路 的 集 就 是 M in 
度 为 奇数 的 顾 点 的 集 , 在 全 意图 中 庶 为 奇数 的 兢 点 数 为 供 数 。 
Seu WE o d 


XT. 令 G 是 所 有 项 点 的 度 都 为 奇数 的 图 ， 则 全 的 
每 条 过 都 包 合 在 偶数 个 险 矫 顿 图 中 。 

证 明 : BOY CEQD, WEG sGo-x,y 中 ， 私 x。 和 
Y 的 诺 为 偶数 ， 必 在 G 中 存在 偶数 策 终 目 二 的 最 长 的 
Xo 一 路 。 这 样 ， SOC NOH x,» AiR R, XX CUTE 
偶数 个 险 僻 顿 图 包含 x。y。 


84 图 的 构造 
IE SORTE 82 中 看 到 的 关于 Tura'n 图 7,-; (9 的 例子 
那样 ， 具 有 工 (tr- 2/r- D+00D)4 条 边 的 z 阶 图 未 必 介 


Ar 阶 完全 图 K REREPAN EML andas 记号 0(1) 
表示 当 # co 时 ， 趋 于 0 的 函数 。) 这 节 的 主要 目的 是 证 
V] Erdós fi stone 的 深刻 的 结果 , 它 是 在 1946 年 被 证 明 的 ， 
此 结果 可 箭 述 如 下 ， 如 果 s 之 0， 则 再 加 上 en 条 边 就 不 仅 保 
EAK, 而 且 保证 及 ,(t)，KK, (DD 是 每 个 类 者 有! 个 项 点 
的 ?一 部 图 ， 此 处 ， 当 nont foco ` 

XXAPREERI — RETI ER F Bolloba's ffl Erdós; 
这 就 是 我 们 将 在 这 里 介绍 的 结果 ， 其 简单 的 证 明基 于 两 个 引 
于， 第 一 个 引 理 能 使 我 们 用 对 最 小 度 的 条 件 来 代替 对 级 的 
条 件 ， 第 二 个 引 理 是 引 理 7 的 系列 中 的 技巧 性 引 理 。 


引 理 18， 令 0<ace+e<1， 并 记 4 一 (“个 , 则 每 个 
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f: 阶 和 级 至 少 为 a Om MIR G 包含 子 四 及 ,使 


LH | Sf gu, i BRCRUNBE EID A aho 

证 明 ; 6 X — RUE ALC, GDG DCD, XO 
(Gil =n- 如 果 Gs 有 度 小 于 aln-&) 的 项 点 各 则 记 
GrG xas WME AGO Sa 一 外, 则 终 小 这 个 序列 。 如 
Us SEE AC RA ZG THERE m mo Rz 的 图 Gis 定 
理 的 断言 就 被 证 明了 。 

假设 不 是 这 样 。 我 们 得 到 具有 Bon em 的 图 Gx。 
依 物 造 有 


eGD El senta a- De DI. 


-方面 ， 
ec «ec = (8), 
故 


n? -anah* he (1— 0)h?, 


X S RATHER B 


引 理 189, ^ r2, 1i MN =n- (r- D qo 1, 4 
G 是 这 样 的 一 个 # 阶 疼 ， 它 包含 尺 ,1(q)， 设 为 下 ， 俱 它 不 
dc KO. MG 至 多 有 
e-2(r—-29-0 N29 N171/0 
ZJEM xv fü. 此 处 xCKWINcSG-K, 
证 明 : 4 $,,52, 5, 是 天 的 顶点 类 ， 并 记 


*9* 


-Us FR ISl =a HIS] s G- Da xoxo 


xate G- K 的 顶点 ， 并 记 Ac DOO SE S ,2, IN. 
"vu 5. Sp TEC 


H 


MEHESAS 


Sehr AM S pun iB SS MUERTE 为 一 

JOUÉ PROS 6 不 包含 KO) f RAE TEE E 1 

个 Ae TURR, XJ ICM LA UT math XP 

MAJA G-29*6, SEM $8 jmr- did 
=S[A: N Sle HH act dn A; 


nen 


个 蝇 蛤 集 。 关 为 总 共存 在 { 9] Meek, NENNI 
一 个 包含 在 罕 多 1 一 1 个 集 4; MET 


ora 


x T e-o. 


r 
合计 。 事 实 上 ， We: sb an- (0-29, di 
E 


nar 


" M pg e, 


120" 


x()«e«-v(1. 


x 
EDS Y ea nma Waso, /M, RARER 
^ . 


Ms < (9), 
这 样 一 来 ， 有 
ast- 1 gM ei«29M ^! f 


和 
x 
3214: 1«29M t+ MCr- 29D. 
因为 
x 
XD D4 dO - My morb, 
[PPTE 
所 要 的 估计 式 成 立 。 . 口 


定理 20， 令 7>2 是 整数 ， 且 0<e< Lo- D， 册 存在 


d-d(e,r)0, SEA XS n R 
1 
n»|[ (r= 2/G- Dei, 
每 个 # 阶 和 wm 级 的 图 都 包含 具有 1>Ldilognj 的 图 K,O, 
EA: 我 们 应 用 对 ? 的 归纳 法 。 对 r=2 定理 9 北 仿 : 
E dL- iog (2e) 都 可 取 作 dle，2)。 事 实 上 ， 如 果 存 在 
.131 。 


REA KOR GO, m, MAh mzeen? 和 t=Ld logaj, 
RER 9 有 


2 1 tp2 0 1 
sn (— 1! fa? toin. 
en "M MEE p” 


m 
Bem! Iac T 1) e font, 
(LE, "pn 完 分 大 时 ， 此 不 等 式 不 能 成 立 。 
现在 假设 r2 和 对 较 小 的 + 值 结果 成 立 。 为 了 方便 起 
W, RIE K.OxDigfE K, AMG, (mm 表示 阶 为 # 和 
级 至 少 为 3 ra/r- D+e pen “个 岁 。 


ie gUr-nie-n- (r-2/G-2) 


z(20-Dc-2)!20 

Bie,-d(e,r- 1720, He, KRET eR HABES, n 
fis UA. WA C. GO) EA K, (erlogn) - Ka (D. 我 
们 将 证 明 ，d =d (esr) =e,- D e/4 REMAN, Wo 
n EAK, HAC, MaA K, d logn) = KD, 

假设 与 这 一 断言 相反 ， 站 在 任意 大 的 x， 对 这 样 的 #, 某 
AGRAR Kd logo =K, (1) 。 给 定 任意 所 21/e。 
BGG, a), nahm ERA K.. o, Modi Kn 
CRUA K, D. BIGAGEPEO, fir K 的 … 个 顶点 类 中 的 


9 个 顶 必 生成 的 一 个 了 图 中 ， 平 多 存在 卫 人 f- DG. + 
$2 fab. olii K 的 昌 笨 生成 的 子 几 中。 对 多 存在 


1122* 


As (stem [Laon sat] 
A. Ai, RI, ELA 

B-CGCr-290G-(- Dg 29097 * 
RURAK S G-K 。 最 后 ， 国 为 5(G) >{ -2 /G- 
Den, dir 

24+ BzG-1898() 2G -2) telr- 1), 
Da - 

2qn E + (r= Dq? + ine(r— 1)gn, 
TRÆF TER RAR KH m BE S IGI AES BOE o E 


注 。 在 某 种 意义 下 ， 定 理 20 是 最 好 的 ， 对 每 个 和 +， 
存在 同一 起 趋向 于 0 的 常数 d,*, 使 定理 中 廊 描述 的 图 不 必 
包 食 其 有 +=Ld.*logn] 的 图 KK,(t)。 事 实 上 ， 在 第 全 章 的 定 


更 3 中 ， 我 们 将 看 到 ， 如 果 OLL] Hd: >- 2/log(20)， 
则 对 每 个 充分 大 的 m， 存 在 不 包 食 KO BEI GO, v), 此 
处 加 =Len?J1 而 1=Ldz*lognj。 这 个 结果 直接 药 含 ( 参 吞 第 本 
RATO K: f r22 和 0<e< te- D7, 则 任何 大 于 
一 2/iog (2(r 一 1)?e) 的 值 都 可 取 作 d^. 


IS u>, d'iogno oc, PEREN 20 有 下 列 的 扒 
论 。 


推论 21， 今夏 = 玉 , (D ， 此 处 * 关 2 和 1>1， 则 不 包含 
KAD n EH K 


-123° 


;FF = 工交 2 
exis F) Hc toina 


Rit 22. A Fi, Fu, s FREZE, Mr ERE 
Fi 的 色 数 的 最 小 值 ， 即 令 r 是 这 样 的 一 个 最 小 值 ， 对 某 
Ad. 至 少 一 个 已 : 包含 在 下 = KK,(f) 中 ， 则 不 包含 任何 F: 
fi] n 阶 网 的 最 大 级 是 


Ta Fan =lfr-2 2 
exim Eo Fass Fi = LATT tohe, 


证 明 ，Tutra'm 图 了 (9) 不 包含 任何 一 个 已 :5， 改 
ex(mF i F250 FD SeT, M) =t, 1 (0) 


2 


=1 c *toQ0) e. 
RS BANHA MIA F CFR=K, O, 
ex ns Fis F2, F Lexim, F pex, F) 
7-2 lomia 
r-1 
- i] 

ER 20 是 极 图 构造 更 详细 的 研究 移 基 础 ， 与 推论 22 相 
比 ， 这 种 研究 给 我 们 以 更 精确 的 结果 。 但是， 这 一 理论 越 出 
了 本 书 的 范围。 

4 阶 图 G toii On ec (3). EAR G 的 上 密度 
IBEX TESTER AER RESI. 使 人 惊奇 和 引 人 
注意 的 是 ， 并 不 是 0 和 1 之 间 的 每 个 数 都 能 拔 荣 个 无 穷 赂 的 

E， 上 上 密度 的 舍 域 是 可 数 集 。 


推论 25, AMC LEHRER, S. 2. Tes 


x0. 这 些 值 的 每 一 个 部 十 某 个 无 穷 图 的 上 
证 明 : 令 G, 是 其 每 个 类 中 有 无 穷 多 个 顶点 的 完全 r- -部 
Be AA ioli, K COO REBERSTP 1- O70 ， 收 避 的 
十 蜜 度 是 1- O/O ,这 上 就 证 明了 第 二 个 断言。 
Xf a AE C WLR ORA UE 


存在 这 样 的 e>>6， 使 C MA FUE moe ERU FE e HO 
E i Q- Q/G-10 tem? fi s rp Hingd, 根据 定 现 


19, RA H, BRAHA hoop TARK, G), TAK, GO 
AU azzi- a/n. LI 


[练习 ] 


50$ CG 是 一 个 呈 阶 图 ， 其 最 大 度 223, dE d, 
1,(g,0 ju X 3E IPHEX, P, nn Od 二 1,A)， 其 中 
等 式 成 立 当 昌 仅 当 C@ 是 4 一 正则 的 和 有 国 长 2d + 1。 

GDA C 是 一 个 站 阶 图 ， 其 最 大 度 m3, 并 假设 其 
每 个 项 点 与 每 对 邻接 项 点 的 距离 不 超过 qd- 1。 证明,m<<no (2 
d, AD)， 等 号 成 立 当 且 仅 当 他 是 A 一 正则 的 和 有 转产 2da 
2. 对 于 R=3 和 14， 证 明定 理 4。 
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sdb TABEN E RERAdEE «D. 


将 此 结果 与 不 包含 言 圈 的 最 大 级 相 比 较 。 

AGEN: 具有 2 个 端点 的 桂 包 会 忆 条 联结 不 同 端 点 的 
边 不 重 的 路 。 

5. ECT ROBUR EUER 2k, EY: Ee XH kA 
ATER., (SAEF A) 

6-。 证 雇 : 具有 nn 个 顶点 和 最 小 度 为 Lr 一 2)a/(r 一 1)] 
+ 工 的 图 包含 在 "。 

7. 令 G 有 mr+1T 个 顶点 和 了 -IC ti Rike 

DE: 人 包含 两 个 具有 r-T1 个 公共 顶点 的 子 
ERSA 
《iD 证 明 ， XHE/o p. rs pen, GU TREE pA 

AMED ini +1 条 这 的 子 图 。 

8. 证 明 : 对 #8 之 5， 每 个 共有 Ln?/41+2 Ru n RS 
会 两 个 恰 有 一 个 公共 顶点 的 三 角形 。 

9. EHI. 如 果 具 有 P 个 顶点 和 [Hz/4J- LA xc ug Dn 
例 一 个 三 角形 , 则 宅 至 少 包 食 L”/4j 一 1 一 1 个 三 角形 。[ 提 示 、， 
4 xiQXixa -AEIR Wu GCRNRÉBGXY, xa. x3} 
HVG) = {Xis LJAA tE tE G- {x1 Xas xah Pi 
三 角形 的 数目 和 与 xxX2X3 月 公共 这 的 三 角形 的 数目 。] 

107. Gi]. n 阶 图 的 边 可 以 被 总 数 不 超 过 [4?/4」 的 
边 和 三 角形 记 覆盖 。 

GDA G X AC WR xi xa Xn BA, n4, 证明: 
存在 一 个 集 S，|S|<<[Ln?/4j,S Gd dE EET EX, 
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Xose X as 使 省 天 二 二 加 xi 是 他 的 一 条 边 。 
IU. 4 1x, ES]. 4 RA ndm AR XG-Da- 


各) +1 的 加 包 会 一 个 最 小 度 为 上 的 子 图 ， Edk- dnd 
2 


和 (~ Da-(5 aim, Sort rH RA EE SU 
k-1i, Ud: DELE 18 WE. I 
12-。 证 明 : n pA- Du (5) 级 的 图 包含 每 个 


Reip. 

13.4 G Xf Bde Boe EG X LAE RED. 3E 
明 ， 如 果 nmAÀ. NLG € £4 2«—-4 c. 

证 明 ， du no Gp on-ad4dh, DC 是 完全 二 部 
RK(Qn-2. (38: 考虑 G 中 的 一 条 最 长 的 路 。 了 

16. 4 RIA G ARARAT R+ 125 BpÜ HH s 
ARE, 证明; OGOS n/21 HI E n -2k 1-5, Te) 是 
TUBEEEH, EtdX T. EX—THRS C, 

18'. SG E UR KT 2m fg 
Bin. GENES wR CORE de (n/2)4- 
独立 顶点 ， 则 ÓIsm/QRe Digg: 仅 
对 n= (28+1)t 等 号 成 立 ! 此 时 极 图 是 将 图 
UMILLEFEEELEFLITEE ECHOS IOM 
的 ， 如 图 隐 ,6 所 示 。 

16. 令 xyxay…y Xn 是 欧 几 里 得 空间 中 范 敬 至少 为 1 的 
向 量 ,证 明 最 多 存在 Ln2/41 个 无 序 对 ij, 使 |x ,+ | Kla 
LR. EUH IX = jx slza ml, WAKA P. 

DUE 


lesse, pon +u |> 1 

17+。 仿 天 和 也是 在 欧 几 里 得 空间 中 取信 的 独立 的 全 
等 分 布 的 随机 变量 ， 证 明 ， 对 每 个 x0， PUX +Y |x) 
> PXI 


18.4 X, X2, xa C R^,. B|xc- xs, GEH. E 
有 3p? 个 距离 |x,~ xj 大 于 \“ 2 /2。[ 提 示 ， 证明 在 任何 四 
个 点 中 ， 存 在 两 个 其 相互 的 距离 不 超 这 VW 2 /2 的 点 。] 

19. 8 G WAR cO R GAZ AF d Xd. 证 
H: 如 果 一 个 万 阶 正则 图 包含 Lnf2]+1 FE EY B, 风 它 是 
党 全 图 。 但 是 ， 对 每 个 0, Pn PERH cO =p 
fn ERU ÉL 

207. 如果 G A AR LE P AXCTARW CV (Gy d — 
个 顶点 , 则 说 集 及 LIU Hi Ha (OKERE G ki 
的 顶点 之 最 小 数目 。 证明; 如 果 C@ 有 弛 个 顶点 和 四 条 这， 
N e, (C) «2mn/ (gem) , 等 号 成 立 当 且 仅 当 对 某 个 pde 
n 人 =gKo 即 当 且 仅 当 对 某 个 r，G@C 的 每 个 分 支 都 是 K'。 


[提示 : 注意 ，ao(G) en- e(t, 而 如 果 cl(G) = pp, 则 依 


Turan x S ,e(G) «tQ , Km "(2-2 ty 
e ] 

21 《参看 推论 14) $ dido xd, 是 一 个 可 图 序 
列 ， 而 且 对 某 个 点 有 

abi G E GISHRA.— RIF. 
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d,«k« dn hl 


PEIEETIILLIIOETESTIUTELTEUTESSPEE! 
dou zmd,, SiS OLEI. 


ANTAO U Eo CK BUE EHRUB, (C UE ) +K 
PORTER e 

22. (SERBU) $ didis xd. 是 一 个 可 办 的 
TR, OW EGURA dH 


di&h- 143 n= Dt dus amnes 

i3. (HEC ABC, XGA Uno x s oS WE 
dazd, KIKG FEADER AN. Do 

23E zi RAFREHBE A(S J o m 
边 且 存 让 唯一 的 极 图 。 

gb TUORE so MA E ok (T) 人 ~ 
DASH KC! U1 是 唯一 的 极 图 。 

24. 给 定 5<n/2， 确 定 具 有 3(G) =6 3UP 6 An EN 
(路 ) Un CERCLE AN 

25. HA-A RK x 2e Pu eos MA E E k 
来 证 明定 理 4。[ 提 示 : EAn H h Ee wR 
h/2， 结 果 由 归纳 法 证 明 ， 否则 考虑 已 的 简单 变换 的 端点 集 
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L.Ggp[cÓLi, remaxd (xz)》， 并 注意 122r fidt xc Li 


各 邻接 顶点 包含 在 1x Xis es Xi 中。 推导 e (G) 
-e(G- DK- D Ier L- Dskl/2, Kid a o m 
于 C- 工 来 完成 征明 。] 

26.4 1«a «aso C aumx 都 是 自然 数 ， 假 设 没有 一 
个 af 可 以 除 尽 任 何其 它 两 个 之 积 ， 证明，h<<n QO ext, 
此 处 象 通常 一 样 ，=(x)》 表示 不 超过 %* 的 素数 的 数目 。[ 提 
Bi APs {L prol aV = Quse mox 
素数 }。 首 先 证 明 : ai=biciy Mb bi, ci EV =V, Uza 
^GXERREESVOUWE Cd ET) . 33x OI X 
b.c. 注意 ，G 不 包含 长 为 3 的 路 。] 

27 (参看 练习 26) A ILa Coo Cav RH 
RA, BARE) = (SD, aaao GERI. REX 
数 c>>0P<r(x tex UE. 练习 26 的 图 G 不 包 舍 四 
边 形 。 把 定理 8 应 用 于 具有 顶点 类 六, 和 三 :的 侣 的 二 部 子 
图 。 回 忆 素 数 定理 ， 即 当 x~>oo 时 , (x(x)log%) /x->1。】] 

28. 用 Dam ARE R? 的 于 个 点 中 间 样 的 正 距 离 可 能 出 


现 的 最 大 数目 。 证 明 ， 如 果 k> 则 limD G0 /n= 2 - 


(lu21). CER. GR E xe iz CRI doi dd 


i>2 H zi = 0} fa y C{Z ER": z tzi =1 4 8 ix Ra 
2i=0}, W|x-yio v 2, GOd ES 20 导出 DOTAT 
问题 中 所 要 求 的 式 子 。] 
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我 们 让 安排 会 议 的 一 些 演讲 的 议程 ， 使 与 会 者 都 能 听 到 
他 们 妆 听 的 演讲 ， 妈 不 发 全 溃 突 ， 假 设 有 足够 的 演 寺 证 ， 会 
议 能 举行 任意 次 演讲 ， 会 议 的 议程 将 持续 多 入? 我 们 用 疼 论 
术语 重新 技术 这 个 问题 , 令 G 是 一 个 图 ,其 各 顶点 是 各 个 演 
讲 ， 桨 个 演讲 被 联结 当下 仅 当 有 一 个 与 会 者 希望 能 听 汉 这 两 
个 演讲 。 把 VC) AME REV, Vases Vas WARE G 的 
ARA b] 36 ep EA RU OPER e ROI BL e Ac 
ANAM PRR, REHA 志 杀 这 个 最 小 值 ， 并 称 它 
HAUGH AD 色 数 。 这 个 术语 起 源 于 X(G) 通常 的 定 
Xs G 的 顶点 的 一 个 着 色 是 把 G 的 每 个 顶点 着 上 一 种 额 色 。 
便 部 接 的 顶点 有 不 同 的 项 包 ， 这 时 ，x(G) 是 G 的 顶点 着 色 
中 所 用 颜色 数 的 最 小 值 。 

此 处 我 们 说 明 ， 如 果 只 有 少数 几 种 颜色 ， 旬 我 们 用 实际 
的 颜色 《 红 ， 蓝 ,…) ， 否 则 ， 将 用 自然 数 表示 我 们 使 用 的 
“颜色 ”， 寺 是 ，G 的 顶点 的 一 个 一 著 色 是 一 个 函数 6: 
V(G) 一 >{1,2,…, 有 ,使 每 个 顶点 集 c-1(j) 都 是 独立 的 。 

另 一 个 排序 问题 如 下 ; n 个 实业 家 中 的 每 一 个 都 希望 同 
其它 一 些 举行 机 密会 谈 ， 假 设 每 次 会 谈 竺 续 一 天 ， 并 卫 每 次 
会 谈 恰 有 两 个 实业 家 参加 ， 会 议 多 少 天 才能 结束 ? 对 这 种 情 
di, RISBAH, KMAT #n 个 实业 家 ， 而 两 个 项 点 
BREK HRANA Ý BRIA R, VEB 
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题 是 要 寻求 H 的 一 个 边 着 色 中 所 用 到 的 颜色 的 数 日 的 最 小 
值 。 所 谓 Ff 的 一 个 边 着 色 是 万 bag e Hes es. Hop 
没有 两 条 邻接 的 边 有 相同 颜色 ， 这 个 最 小 值 用 DRIK, 
称 它 为 H 的 边 色 数 。 

在 本 章 中 ， 我 们 将 介绍 顶点 色 数 和 边 包 数 的 一 些 基本 性 
质 ， 最 后 一 节 GD EATI PERH K GRE m RO 
的 结果 ， 妈 所 请 四 色 定 理 的 证 明神 概 。 


$1 mnd& 


存 第 工 章 82 中 ， 我 们 提 到 过 一 个 平凡 的 事实 ， 邑 一 个 
图 是 二 部 图 当 且 仅 当 它 不 包含 奇 辕 。 这 样 ，X(G) 之 2 当 且 代 
4 GRAL (023 MENM GRAN M. HFRS, 
虽然 存在 某 些 复 洒 的 特征 《参考 练习 32 一 35) ， 但 是 没有 关 
于 与 色 数 至 少 为 的 图 相似 的 特征 。 当 然 ， 如果 GK W 
ZO Sk 邵 果 个 不 包含 h+ 1 个 独立 的 顶点 ， 则 (6) S 
IG |/h 很 不 容易 看 出 这 里 是 否 存 在 色 数 很 大 而 没有 三 角形 
的 图 (练习 11 )， 不 过 在 第 下 章 中 我 们 将 证 明 ， 存 在 具有 任 
意 大 的 色 数 和 任意 大 围 长 的 图 。 我 们 寻求 这 样 的 图 时 允 到 的 
用 难 表明 ， 想 获得 具有 大 全数 的 图 的 较 简 单 的 特征 可 能 是 不 
实际 前 ， 所 以 ， 我 们 将 注意 力 集中 于 寻求 对 一 个 疼 进行 基色 
的 有 效 方 法 。 

我 们 怎样 对 一 个 图 的 顶点 进行 着 色 ， 使 其 具有 颜 信 1， 
2,…，。 而 旦 所 用 颜 乌 尽 可 能 的 少 呢 ? 一 种 简单 的 方法 如 下 : 
ERRE K NX A WEMAS RG: E 
着 上 颜色 1 MR EEG. 再 把 x: 也 着 上 颜色 1， 开 
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Wd, dex. 着 上 颜色 2， 等 等 ， 即 把 每 个 顶点 着 上 在 现 阶 段 可 
以 使 用 的 最 小 的 颜色 。 这 种 所 谓 仿效 算法 确实 产生 了 一 种 着 
fh, 但是， 这 种 着 色 可 能 并 且 通 党 使 用 了 比 必须 的 数目 更 多 
, 的 颜色 。 图 了 .1 给 出 了 一 个 
TD 3 gpa 二 部 图 《 即 2 一 可 着 色 的 
网 )， 贪 禁 算 法 使 用 了 四 种 
Me Bi BWAR G 
4 习 3) 对 于 每 个 图 ， 可 用 菜 种 
方法 把 其 顶点 编 上 号 ， 让 全 
EDY.i. RARA sexa R o 禁 算 法 使 用 尽 可 能 少 的 颜 
算法 必须 用 四 种 闫 色 。”“ 色 。 因 此 ， 研 究 项 点 的 名 种 
排列 次 序 和 全 禁 算 法 所 必须 使 用 的 颜色 的 数目 ， 就 是 非常 自 
然 的 事 了 。 ， 
-我 们 先 提 出 该 算法 的 一 个 直接 推论 。 


x1 xa *e * 


定理 1， 令 =max SG), ERRER G 的 所 有 时 . 
出 子 图 取 的 ， 则 (G) 之 hk+ 1。 

ER: 把 一 个 至 多 上 度 的 顶点 记 作 sas JHH, G 
Qus WERB, H.i 中 存在 一 个 顶点 ,， JOE RAUS hu 
x. i RXKEBU— BOR. HWH, 25 Hai- {x 中 =G- 
{XnsXn-1}。 继 续 此 过 程 ,我 们 就 把 所 有 的 顶点 排 成 一 个 序列 。 

现在 ， 所 得 到 的 序列 是 这 样 的 ， 每 个 *; 联结 于 其 前 而 
的 至 多 睛 个 顶点 ， 因 此 ， 算 法 决 不 需要 用 第 &+ 2 种 颜色 来 
对 基 个 顶点 进行 着色 。 n 

MA, DIBENEEBUIE CHER UIT UCUER MERNE 
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Gm. TAH, 可 用 少数 频 色 着 色 ， 特 别 是 ,如 果 知 道 及 。 
的 用 (于 。》 种 颜色 的 一 种 卷 色 ， 则 能 从 身 。 的 各 顶点 开始 
我 们 的 序列 :用 大 效 方法 对 1f。 荐 色 ， 然 后 二 应 用 该 算法 对 
其 余 项 点 次 色 ， 这 给 出 定理 1 的 如 下 推广 。 


定理 2. 令 妃 。 是 和 他 的 一 个 导 熏 子 图 ， 并 且 候 定 油 足 条 
ft HC HCGAVOIOTVOD 的 每 个 子 图 总 包含 一 个 
BUGEXxCVCOUDO-VGI,, fidus, Wl 

x (GG)&max(h +1, x 0H)) pU 

在 其 些 稍 形 下 ， 能 将 一 个 图 次 色 的 问题 化 成 它 的 基 些 子 
网 的 着 色 问 题 。 如 果 一 个 图 是 不 连通 的 或 有 割 点 ,或 更 一 般 化 
一 些 ， 包 合 一 个 党 全 子 图 ， 删 除 其 顶点 集 就 使 原 图 变 收 为 不 
连通 的 图 ， 捕 吏 都 是 如 此 ， 这 时 ， 我 们 可 己 对 得 个 部 分 分 别 
着 色 ， 册 为 ， 在 必要 的 时 候 ， 改 变 一 下 记号 ， 就 能 翁 这 些 着 
色 配 合 起 来 ， 得 到 原 图 的 一 种 着 色 ， 如 图 了 .2 所 示 。 


c Gi g 


Fi L2. BERTET A 
4€ = max (x (6D, (GD, x(G9). 


作为 定理 VS A mdi. 我们 有 x OS 
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A+1, 此 处 A = GREG RKE, REAA maxs D 
241(G)。 并 号, 如 果 台 是 连通 的 但 不 是 了 一 正则 的 , 则 显然 有 
max DKA - M (G0 4 下 而 的 结果 属于 Brooks， 
是 关于 正则 图 的 。 


定理 5。 令 他 是 具有 最 大 度 .4 的 连通 图 ， 假设 G 缀 不 
是 完全 图 也 不 是 奇 圈 ， 则 Xx(G) 志 人。 

证 明 ， 我 们 已 经 知道 在 不 失 一 般 性 的 前 握 下 ， 可 以 假设 
C 是 2 一 连通 的 和 -一 正则 的 。 并 且 可 以 假设 4 兰 3， 这 是 因 
为 一 个 2 一 正则 的 3 HAEA 

WEGES- ER, Q x REG EFE BUR, ioi, 
x2 是 入 (xs) 中 的 两 个 不 邻接 的 顶点。 如 果 G 不 是 3 一 连通 
18. 4 x, EG HI BUR, Gs, 是 可 分 的 + , 故 它 至 少 
有 两 个 块 ， 因 为 C 是 2 一 连通 的 ， 人 x, 的 每 个 端 块 有 一 个 
顶点 邻接 于 Xx,。 令 x， 和 x2 是 属于 不 同 澳 块 的 两 个 顶点 。 

无 论 哪 一 种 情形 ， 我 们 已 找到 了 这 样 的 三 个 顶点 «1 ，xs 
和 ,使 一 (x，,，x2} 是 连通 的 ，x1x2# EG), 但 x x， 
€ EC) Ri xu, EEG) 48. CV = Gn 33,55) dona 
mALISLMEEMET CIIM oxi fend A, 
等 等 。 则 %1,x2,%3,…,x。 是 这 样 的 序列 ， ER a. 外 每 个 
顶点 都 与 其 后 的 至 少 一 个 顶点 邻接 。 因 为 zx; 和 xs 有 同样 的 
B, mx... 及 xs 都 邻接 ， 记 以 ， 仙 禁 算 法 至 多 使 用 


< 种 颜色 。 口 
另 一 个 普 色 算法 ， 招 问题 化 成 对 于 邓 所 时 出 的 另外 两 个 
上 一 个 图 共有 一 个 期 点， 就 囚 它 为 可 分 的 。 ~ 一 校 汪 。 
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图 的 着 色 ， 这 种 化 法 也 能 使 我 们 得 到 关于 用 给 定 的 颜色 集 对 
一 个 图 的 着 色 的 数目 的 茶 些 信息 。 
^ad b 是 一 个 图 G 的 两 个 不 邻接 前 项 点 ， 令 C 是 出 
G 联结 和 已 得 到 的 图 ，G 是 由 G 等 同 a 和 5 而 得 到 的 图 、 
好 在 “中 用 一 个 新 顶点 ab 来 代替 4 pb, EH abh 
至 少 一 个 邻接 的 顶点 同 ao 联结 起 来 ， 就 得 到 G” (图 了 .3)。 
a 和 已 有 不 同 颜色 的 G 的 各 种 着 色 同 G' 的 各 种 着 色 :一 1 对 
F, WREE, ewW(G)o(n2,7- ,RM& G itii ctayste(o) 
的 着 色 当 且 仪 当 c EG 的 着 色 。 同 样 ， 使 6 和 6 具有 同样 颜 
1^8 C R45 35 0,55 G^ WRAAE 1 一 1 对 应 。 特 别 是 ,如 
打 对 于 一 个 自然 数 x 和 图 五 ， 我 们 用 Pr RAHAM 
色 1,2.…，% 的 着 色 的 数目 1 , 则 
bola) = pex) + pe (x) a) 
REL, LORM pe 21 的 最 小 自然 数 h。 
这 样 ， 上 面 的 论述 和 关系 式 (1) 草 念 
XG) = mini x(6) , y (G^) ), C2) 
下 南欧 结果 给 出 pa(x) 的 基本 性 质 。 


i G GI eu 
E 
: : > 
5 


EIV 3. C da 6n, 


定理 4. Q 末 是 有 "1 个 顶点 、m 条 边 和 有 R 个 分 支 的 


没有 由 到 。 


gib. 


1375 


a k 


Bg (x) = EE DT, 
Wakas =1, die m, HIRA Coin R) 0:770. 


证 明 ， 我 们 应 用 对 n+ mn. ET mens LA 
是 平凡 的 ， 故 我 们 转向 归纳 步 驴 。 如 果 m= 0， 证 明 就 结束 
T, DAUXRE, kon WENA S: OD 
2, ,x Ve H HRE, RIA ba(x) =%"。 如 果 m0, 
们 取 互 的 两 个 邻接 的 项 点 a 和 b BG H-ab, HG = 
H, HH et(G)-m-18|G"I rc ecCG")sn-1* m, 依 妇 纳 

-RU EMREN COH p CORE BEEN, CA 
上 个 分 支 而 G EDH kA. FLUG 


n-a 
pela) -x^- (n- D xt + o Dba, 
此 处 对 了 每 个 有 5.0. X 
nk 
po ox BD yea, 


BERRA iN cDo 因此， 依 (1) 有 
PuGO = po = pe(x)— pe (x) 


zx-(qn-lDxti So Db ,xn xti 


pe 
十 $- Piet =x pnl 
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"m 
PDB to, Jati a yn ~ ment 


Da 
此 处 对 每 个 人 ci>>0。 口 


APEH 4， 我 们 理所当然 地 称 pr(x) 为 五 的 色 多 项 
址 。 色 多 项 让 密切 地 联系 着 各 种 计数 问题 ， 它 们 中 的 一 些 将 
在 第 看 章 中 过 论 。 特 别 是 ，prz(x) 的 每 个 系数 的 模 都 是 HI 
RATIH CAR 12 )。 

现在 ， 我 们 来 叙述 共 于 化 法 G~>{G'，G”} 的 算法 。 给 
定 一 个 图 G, 构造 图 的 一 个 序列 GLO. S i Fui Go C, 
假设 已经 构造 了 G;，、 加 果 如 :是 完全 的 ， 终 止 该 序列 五 则 
今 Gis 是 Gi 或 G 7。 玫 序列 也 必 终 止 于 一 个 完全 图 Gar 
设 其 阶 为 1G =k C 的 一 个 R 一 着色 易于 导出 原 图 C 的 一 
个 一 着 鱼 ， 因 此 x(G) =R。 实 际 上 ， 等 式 (2) 表 明 ，X(G) 
是 使 序列 Co。 G，…… 终 下 的 完全 图 的 最 小 险 数 。 

还 存在 出 化 法 C-~>{G'，9“} 处 理 的 其 他 问题 ， 渤 一 个 很 
好 的 例子 是 练习 16*。 


$2 i AB 


ER G f — IAE IB, -AARRE RECTE 
同 的 颜色 来 知 色 , 因 地 , 边 色 数 IG) EDIMAR AG) = 
maxdGoO, HW 


SOY KG)。 《3) 
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对 于 许多 种 图 类 ， 其 中 包括 二 部 图 类 ， 这 个 平凡 的 不 等 式 实 
际 上 是 个 等 式 。 这 初 看 起 来 似乎 有 些 寄 怪 ,事实 上 ,第 秆 章 练 
习 22 上 断言: 二 部 图 的 迪 集 已 (C) 可 划分 为 4(G) 个 独立 边 
集 ， 即 x'(G) =.4(G)， 这 个 结果 是 Hall 定理 的 推论 。 
XG) 的 另 一 个 平凡 下 界 由 下 述 事 实 推 得 如 果 侣 不 包 
会 B+1 条 独立 边 ， 则 每 一 个 颇 色 类 至 多 有 RA, KRN 
EDRR eGA 个 颜色 类 才能 照顾 到 所 有 的 边 ， 即 
AG) 2[e(QG)/ Bl, U) 
与 第 IREE 9 类似， 很 容易 证 明 出 如 果 C XE n 阶 完全 图 ， 
WO 中 等 号 成 立 , XU n ERK MK) n 1 如 果 
mP3»db3ÉL (KY =n 053929 。 ` 
我 们 怎样 获得 x“(G) 的 上 界 呢 ?因为 每 条 边 至 多 与 2 
(G) -1) RAPE EAER 
OKA) 1, 
JÉH, WR 4(G)m3, Brooks 定理 给 出 
x Gy«zdiG) - 2, 
初 看 起 来 ,这 个 不 等 式 似乎 相当 好 ,但 基 ， 于 而 的 Vizing 基 
本 定理 表明 ， 实 际 上 并 非 如 此 ， 因 为 边 色 数 几 乎 可 由 最 大 度 
完全 确定 。 


X35, 4G x'(G dai 
EA: — i84 (OD = 了， 并 假设 己 使 用 了 颜色 1,2，…， 
dl, 对 除 一 条 边 之 外 的 其 它 所 有 边 着 了 色 *。 如 果 我 们 能 


全 市 下 的 图 可 用 
Eg dE, — iV 
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证 明 ， 这 条 还 卡 着 色 的 边 也 能 着 色 ， 证 明 就 完成 了 。 

如 果 与 顶点 = 关联 的 各 过 都 没有 若 上 其 种 颜色 ， 划 说 此 
颜色 在 顶点 = ARo WR GERY AWR de doe 
ARDER, MA +1- d' GYRUL (1 bAdE. ERAS. 
TER V Ub etg — LO TR, ROT FB RENE EIS 
HOSTPÓIRL. dut -种 颜色 在 玉 状 色 秽 边 的 两 个 端点 处 同 
时 失 沙 ， 这 就 使 我 们 能 完成 着色 。 

7 xyi 是 未 车 色 的 廊 ， 令 :是 在 x 点 处 失落 的 颜色 ， 而 
hM ys 点 处 失落 的 颜色 。 我 们 米 构造 边 的 一 个 序列 zy:， 
xya, c 和 颜色 的 -PEF tista, fE ti Ai yi MARR 
而 xy 有 颜色 to BEREARI T xy、xya…xyh 
和 和,t2，…ti。 至 多 存在 一 条 边 x”， 它 具有 颜色 1,。 如 困 y 
Eosi RUSY ay, DERSTE y ,41 处 内 
ERAB BW, SEIEN I. XcHEEIE AE EEG 
AOWA E. axy, e Aya s ns ta JE X SE 
ARES FE PL, ITAA t E W FAE WAAR a 

(0) 没有 边 xy RAB tne GIN EXE y (ic 有 x 
颜色 + 。 在 我 们 得 到 的 着 色 中 ， 除 了 xy Zh, NATE 
THE, BE, BA n 既 不 出 现在 x 点 也 不 出 现存 s 
我 们 可 对 xys 用 ts 着 色 而 结束 着 色 。 

(0) XE AIC, xy, TAGi BE, xy 
GSD 改 着 颜色 六， 在 这 个 着 色 中 ， 未 着 色 的 边 是 xyio 
4 HG, 如 是 人 @ 的 这 样 的 子 图 ， 它 基 出 具有 颜色 s 和 4 的 
HARR. IS tO 的 每 个 顶点 至 多 与 吾 Gyt) 中 的 调 条 边 
关联 《一 条 有 颜色 3, 另 一 条 有 颜色 4) LH Gs). 的 分 支 

Bon 


EERME. Dix. v, yiip e H Guo Pg a 
多 是 1， 因 此 ， 它 们 不 能 属于 二 (s,s》 的 网 一 分 到 。 这 样 ， 
FERIRE ESHA 

OD HUS aL, JA P HG). 的 不 辐 分 支 。 交 换 人 包含 
yi 的 分 支 中 的 颜色 s REL, s ETUR x Bros Ab dp oc dms 
因此 ， 我 们 给 xy, 以 颜色 s 就 完成 了 着 色 。 

(3) JL xU yi 属于 五 G3,t 的 不 同 分 支 ,对 等 个 ji 
h, MAEI x RRR xy: WEE ,从 而 使 得 只 有 xy; 疫 
43, XU dici BUS s P t Yr. Mc HG. 
不 改变。 现在， 改变 包含 v» AR, ux E Ru 
Bf sk vs DEBERE. e RITTA s 对 至 此 还 没 
HR 0.88 33 x ys Aa 门 


注意 : 上 面 的 证 骨 给 出 了 用 至 多 了 + 1 种 颜色 对 边 着 色 
的 一 种 算法 。 


S5 曲面 上 的 图 


图 论 中 最 著名 的 问题 无 颖 是 四 色 问 题 ， 邑 要 证 明 每 个 平 
春 图 是 4 一 可 着 色 的 。 较 弱 的 断言 一 每 个 平面 图 是 5 一 可 着 色 
和 的， 是 尤 控 公式 的 几乎 直接 的 推论 。 

定理 6。 每 个 平面 图 是 5 一 可 着 色 的 。 

EP: 假设 断言 不 成 立 ， 令 G 是 顶点 数 最 少 的 6 色 平面 
图 ,依据 第 工 章 定理 123, G 有 一 个 度 至 多 为 5 移 硕 点 x, 记 末 = 
G-x, M Hg 5 一 可 着 色 的 ， 设 它 具 有 颜色 1,2,3,4,5。 其 
中 每 种 颜色 必须 用 来 对 x 的 至 少 一 个 邻 搂 顶 点 着 色 ， 否则 的 

dai. 


i. Ang ER ROSE x Dedit (^. DA. S6 uj VA X 
ANITA oxi Xa xis s. EHE A UC 
18 £e x,ii x. BED ho i=1,2,3, b3. M EGDI 
Hiüg Hc (BR OL En j O9 ee USE MIT TUR 

[Ael EE. x Mashi PHAD WEA edes 


色 ， 内 为 这 


有 有 用 来 对 Xi Yassas 中 前 任何 -个 
时 可 用 颜色 1 对 x 省 色 ， 放 这 是 不 可 能 的 。 

因为 xf 和 xs 是 于 HOD 
的 同一 分 习 ， 在 五 中 存在 
Xi 一 X3 Vit Pis HAS DR 
颜色 1 和 3 ËG. H, H 
Pul xia BPa ER 
点 用 颜色 2 和 4 游 色 。 但 这 


305 是 不 可 能 的 ， 因 为 GWA x 
I8 了 ,4 路 忆 13 和 成 24。 xPisxs 将 x2 x. 分 开 ， 
而 Pes KERABA AYD a d 


显然 不 是 每 个 平面 图 都 是 3 一 可 着 色 的 ， 事 实 上 ， 玫 4 是 
aP, Mi Hera at 4 种 颜色 。 革 一 个 4 一 色 可 平面 
TERRA C^ 的 所 有 5 个 顶点 与 第 6 个 项 点 得 到 的 图 。 这 
FÉ WERTE x.-max(x(0. € 是 可 平面 的 }， 划 
直接 看 出 z.cÀ 和 Xx。 志 65， 而 问题 是 B] zo. 

代 埠 可 平 而 图 , 我们 可 以 考虑 画 在 有 亏 格 y 0 的 可 定向 
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曲面 上 的 图 ， 并 求 这 种 图 的 色 数 的 最 大 值 x。 我 们 不 久 就 
能 看 出 ， 在 这 个 问题 趾 ， 我 们 过 到 另外 一 种 困难 。 对 于 我 们 
限定 的 日 标 ， 只 要 注意 帮 亏 格 vor 1 BSSTREIBUE S* 是 出 一 
个 球面 附 上 ?> 个 “ 球 梢 ”得 到 的 ,而 画 在 Sy 上 的 = 阶 图 至 多 
£327 6i - DRRR S: EIRT SA n MERE CH 
MAEHE EZA 3 条 边 。 下 面 的 关乎 画 在 总 格 
为 ?的 可 定向 曲面 上 的 图 的 色 玫 的 上 界 基 Heawood YE 1890 
年 得 到 的 。 


XH. SACS voe IRE LE NI NUNC ALIE 

必 句 的 颜色 数 至 多 是 
Ho =| {+ ieu]. 

证 明 : A CO 是 问题 中 的 图 , H EGET H. HK 
定理 1， 如 果 我 们 能 证 明 SDH On - 1 证 明 就 结束 了 。 
Aux Hn 个 顶点 ， 它 至 多 有 38+ 6(?~ 1) XL H 

BCD min [n - 1,6 +| 2C ) 
Ln. 4 


内 此 ， 如 果 有 


12-1) - 
es [C BH 1 


结果 就 可 得 到 。 而 称 加 计算 就 可 验证 这 个 不 等 式 确实 成 立 。 口 


应 用 一 个 出 平 凡 的 定理 1 较 强 的 着 色 结果 ， 我 们 可 以 证 
明 ， 除 了 包 会 五 (>)》 阶 完 全 图 的 图 之 外 ， 刀 (2) ~ 1 种 颜色 对 
S, 上 的 图 着 色 是 足 馆 了 。 这 样 ，Xy = HOPNNTUORK T 
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证 明 。 注 意 在 这 -深刻 结 来 的 证 明 中 ， 困 难 在 于 寻求 在 亏 格 
>o (iiti E. AEEA 天 “7 的 西法 。 另 一 方面 ， 为 了 
解决 四 色 问 题 ， 我 们 必 种 证 明 ， 每 个 平面 图 能 用 四 种 颜色 关 
色 。 这 样 ， 人 确定 x。 的 问题 儿 平 与 确定 o CSD p d AL 
AUT S 

在 简 村 叙述 有 关 四 色 问 
是 的 解 之 前 , 我们 指出 ， 
HO) =7 是 容 蚊 证 明 的 ， 实 
际 上 ， 它 确实 被 Heawood 
证 明了 了 。 我 们 需要 证 明 的 仪 


Bæ K ABERELE. 
我 们 还 记得 环 面 可 由 矩形 把 。 [3 V.S, KT ER LAY 
其 两 对 对 边 分 别 重合 起 来 而 一 种 画 法 。 


得 到 ， 图 了 .5 就 表示 了 所 权 求 的 画 法 。 

我 们 在 第 工 章 $4 中 看 到 ， 一 个 平面 图 C 确定 一 个 好 图 
M=M(®), CATHER G 和 被 平面 图 确定 的 各 个 国家 组 
成 。 一 张 地 图 的 着 色 是 对 各 个 国家 进行 着 色 ， 使 得 任何 两 个 
有 公共 边界 的 国家 都 有 不 同 的 颜色 。 证 明 这 个 平面 地 图 可 用 
四 种 颜色 管 色 ， 这 是 四 色 问 题 的 最 初 形式 ， 它 由 Francis 
Guthrie 在 1852 年 提出 ， 他 的 导师 de Morgan 在 他 的 间 事 
中 传播 了 这 个 问题 , 但 是 , 此 问题 在 1878 年 得 以 闻名 是 Cay 

”ley 的 功劳 ， 因 为 他 在 皇家 协会 上 提出 了 这 个 问题 。 “证明” 
儿 乎 立刻 就 轩 现 了 : Kempe 的 “证 明 ” 发 表 在 1879 4, Wii 
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1518804, Hoawood 4j Kempe EU] 
iH， 他 修 玻 了 Kemps 的 证 明 得 到 
E 但 它 提醒 
UR ERTIU 
i 练习 27)。 自 本 址 
jj. Birkhoff 引入 的 多 
mu cd EAR EA E PERTE 
在 1943 年 ，Hadwiser PH EME GENEA HE AF YR UG 
RRAS E: MUO eds, WEG KT IC (练习 18 一 


Tait y SEDO 7 


f Poiers 
PTAR 9 
纪 补 以 米 ， 对 这 个 —€— 


的 进展 是 Hcesch 作出 
区 的 不 可 避免 集 。 问 
ARER Appel 和 Haken 在 年 解决 ， 他 们 使 用 改进 的 
Heesch 方法 以 及 快 计算 读 。 序 兴趣 的 读者 可 以 参看 
Appel 和 Haken 的 -- 些 论文 ， 或 参看 Saaty 和 Kainen 的 
书 ， 滩 书 给 晶 这 个 证 明 的 基本 思想 的 详细 说 明 。 这 里 我 们 只 
能 给 出 若干 粗浅 的 说 虹 。 

rs IR LER Go EU oXao ATARAR K O) 
Bohs- WE GOMERA EE 5 度 的 顶点 。(ii) X 
TE ed e s EUR. RA- PREH (OD 
为 什么 能 成 立 呢 ? ARAT SERRET G) 的 证 
胃 是 巧妙 好 使 用 了 路 Pio pK empeft] "E fidi Kempe 
链 ， 因 为 Kempe Zr tero 4E HER VEU rp 0H T 308 GE, 而 
GDHUESE AS n-e +f 22 直接 得 到 。 

RESISTE DC E TEARRE TIS AE ET 

BUE 


Qu. MUGA UR S 
PEUT MELIA 
个 六 说 
Je RN 

订 


ELE 


i= eR D 
ESE 
LIAE: 
N, Baf n u 
HE D E E EE UR 
以 假设 ,该 图 是 汲 大 平 而 图。 
M. ADAE A 


p EE A 


ejas. MEHLE E 
多 为 5 RAAI AREER Top REESE ONU 
GED. 

EER ERA EKREN h ERE, T rca: 
一 下 这 个 缺点 ， 我 们 指出 ，Appel 和 Haken 必须 寻求 超过 
1900 个 构 形 来 完成 其 证 明 。 并 巨 ， 我 介 请 读 考 证 明 下 曾 两 个 
简单 的 断言 。 

LÆR Y.6 中 的 务 构 形 是 订 约 的 。 

2 令 G 是 一 个 至 多 25 阶 且 最 小 度 为 
JU ABUSE EP HE. RR 
TEN 


5 的 极 天 可 平西 图 。 
EEX OG P EE 
RERA, GA TALESULZ- 

60 c ARETUS 2 AAN AEA 5 PEU. 
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Hr 三 个 可 约 构 形 ， 丰 第 二 个 例 于 中 外 
BR T EGG TEUER. 
(0) —^ 5 HEUS UR 7 BEC CREDE RR o 
(6) 一 个 主要 项 点 至 多 有 一 个 度 最 少 为 6 的 邻接 项 点 。 


[练习] 
人 证明， Bex x (Iac 
2. AEA 6253, B4 AER ERRA exa, 
Xe, RARGRAGEHOR RM BLEU E. Sin-2k-2W, 8 
BERD? 证 明 ， 对 于 n= 跑 -3 不 能 完成 。 
3: 给 定 一 个 加 C， 指 定 其 顶点 的 次 序 ， 使 其 贷款 算法 仅 
RA k=O AR E. 
tA dmdizeemd. 是 图 他 的 度 序列 ， 证 明 ， 接 次 序 
xix2，…Xay (d(x0 9d) ， 贪 可算 法 至 多 使 用 maxmin 
dd, +1, IAR 色 ， 故 如 果 忆 是 最 大 自然 效 ， 使 得 <cdqy 
*1, Nl 
XO) Re 
5. 由 练习 4 推导 : 如 果 G ELE E 
Z(G) + xGsn 1 
* M8* 


6-. 证明，X(G) E xG)TRV n. 

T4 d, di fad, Ele diedi-d-143: fi X 
d, EX. mR, (G) =d, W G 59 T RV (GO 可 以 划分 成 
WE. BAVO =V UV: (EIE CL S GCV BERE 
AQ Odi, i-1, 2. GER. 考虑 使 de(G3) + dze{G1) 
为 最 小 的 划分 VG) Vi UV J 


B GAID AEA dodo disesd, RE EM 
(d, +D d+1 的 非 负 整 数 , 证 曙 。 如 果 7(G) =d, 则 存在 
AAV O= UFa fes Gi SGU NRE RAG) € 


disi=1,2, ro 
9.4 E E RC rd Or D, Kneser BH KP? 04938 im 
下 : 它 的 顶点 集 是 三 = {1，2，… 生 的 了 元 子 集 的 集合 全 ”, 面 两 
顶点 被 驱 结 当 显 仅 当 它们 是 也 的 不 相交 莹 集 。 图 了 .7 给 
BTA Petersen 图 的 图 ;i EM: ZiKK 
XKE 34 KE ) =de 


-2r+2, 


图 V7 Petersen RAI Grützsch Eh 
10. 验证 Grótzseh M(H V.D OMRAN ERA 
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不 含 三 角形 的 赔 。 
iz. $ H ža ha, € BW Y CE2 Em, € 


多 项 式 是 PO = Ecos o mAAR 


Hi ped, $ompep:tinWoy — BSRBE. uy]. ci 等 
FRUAR S 85 8. CUR. EE RAO 
EA, Pab RE ei, iL G- Hei, A H-G' Hpi) = 
PGX) - po O0, WAG” MARE GHARA, RE 
9 rase; 和 x5b=es， 把 它 也 第 es， QE h-maxQ,5), $ 
N, RRREG P Ca H t) hiy FÆLLES 
H 的 断 轩 的 一 个 边 集 。 注 意 和 如 果 el EF, M PREGA 
断 图 的 这 集 ， Xe CFE, HF-(e)E G" ^T eB n 
HE. 2 


4 he(x) = FD 2%"-i 是 G 的 色 多 项 式 ,证 明 ， 


fA 


e (5 )- R0, Bb moe ESQ HEA 
PARE. 
14. VER til E — An E ma 2/41 0T G。 
ERIXEGaEsWmmaoE, ux Egkw.o C 
Dc O0 bes G0 : 
两 Arn RIO LAG I GU EI. RETE GO x 
GT), 但 对 充分 大 的 x 有 pe CO ps GO s 
11507 


了 9"， 给 定 至 少 包 人 省 一 小 轩 的 法 遂 图 G， 在 COMES: 
” 成 村 的 集 仓 S 上 定义 加 H, XPROURTS 5 Ty Wf] E 
CTDNE(T5)|=1 CERD E EB E xc BL EO C 
LLEEUGEELERCIPDETIPTERUTIEII 
的 证 明 来 证 明 HU d E, 而 县 它 的 每 条 地 者 id 
d) 
| AMDECARTRIETUOERU RS Po — 
"uu Ju G. & e RR UE G oG 
Gu, 3T Ej, y 5 BORD B ERA G nde CL B 
PITPLLEEISAEITLLIETPRIT 他 
每 个 色 元 至 少 为 cb 的 图 都 有 本 收缩 于 KHECRRI, UE 
COD =1, .5(2) 525 而 3p nz222vl EQUE Dscae G0 一 151[ 提 
Fa REG, AEMET AE no EN k HRT 
S, eC C d Gro xy - BL UE We EE IR Ry A (GI «x 
(SD + xG Ds 0 
18*; Hadwiger S Hb. 对 每 个 p. ECP) = pos 对 $< 
AGES CE ES eL ` E 
18. f Kuratewski & 33,9 2 sam 13 ETOR 
—^ BASE geb 3 CRAT Hey ORT RKE 的 
TE. t m 
20. 证明 ,和 p= e Heber RAE Buria 
定理 。 e 
217, 证明， REM- MICE RO RE EGER: E 
Eee UEM RAULME, cA 4n 
SHEGRZZSEB, EA: AHM = MGA 


3 一 可 着 色 的 当 且 仅 当 每 个 国家 有 有 倡 数 条 按 线 。 
237. 令 林 = 邮 (G) 是 一 个 三 角形 地 图 ， 即 在 其 中 每 个 
国家 痢 有 三 条 边线 ,证 明 : 除非 C= 开 4,M a AE ed. 
24 。 证明; 如果 GARTAN wE 朵 = MLG) 是 4 一 
可 着 色 的 。 
25 。 对 每 个 平面 图 G@， 构 说 一 个 三 次 平面 图 百 ， 合 如 
RMH) 是 4 一 可 着 色 的 ， 则 MG) 也 是 4 一 可 着 色 的 。 
26-。Tait 猜想 说 ; 每 个 3 一 连通 的 三 次 平面 图 都 有 哈 
密 顿 图 。G》 证 明 Tait ARRAN ERE, GDE Ve 
中 的 图 ， 以 示 Tait 狂想 是 不 对 的 。 
271。 令 G 是 三 次 平面 图 ， 证 
Jh G 是 3 一 边 一 可 着 色 的 当 且 仅 
E MG) 是 4 一 可 着 色 的 。【[ 提 
示 : 1,0,5 fic XE Klein 四 元 群 
€2X 62 的 元 素 , 即 02 - b? 2 c? 51, 
Ha, beca ui es. Wins, 
5f cHEXXe. 2 A V ,8, 对 Tait 落 祖 的 
28-。 求 天 "的 边 色 元 。 Tutte 肥 例 。 
29. 三 次 图 G 恰 有 一 个 用 %(C) 种 颜色 的 按 着 色 。 证 明 ; 
XO =3 且 但 怡 有 三 个 哈密 顿 图 。 
30. 令 n=2?, 证 明 KK*! 不 是 思 个 二 部 图 的 并 ,但 及 "是 
丘 个 二 部 图 的 并 。 推 导 ， 如 果 在 平面 上 有 2?+1 个 点 ， 则 它 
们 中 的 某 三 个 点 锋 定 一 个 大 小 至 少 为 x(1- (1/p)) Más. 
31, AO =R， 共 并 为 局 的 * 一 色 国 的 最 少数 胃 是 多 
少 ? 


da. 


32, 证 明 ， 一 个 R 一 色 加 可 以 这 样 来 定 笛 ， 使 其 中 一 条 最 
长 的 有 向 路 有 天 个 顶点 。 

33. 证 明 ， 如 果园 G 可 以 这 样 来 定向 ， 使 其 中 没有 包含 
多 于 上 个 顶点 的 有 向 路 ， 则 X(G)<R。[ 提 示 : 删 去 破坏 所 
有 有 向 图 的 边 的 一 个 最 小 集 。 对 于 一 个 顶点 x， 令 clX) 是 在 
新 围 中 始 干 x 的 有 向 不 上 的 顶点 的 最 大 数目 。 恰 证 c 是 一 个 
合用 的 着 色 。] 

34, 用 GG 表示 色 数 至 少 为 的 图 的 《同和 构 类 的 》 集 。 令 
Gi 和 Gs 是 Gs 中 顶点 不 重 的 两 个 图 , abi 是 Gi 的 一 条 边 : 
i712,4 G9 GIVGs ŽE G: UG: RE dpa bi, 02b% 
添加 边 bibz HEt, a 等 同 起 来 得 到 图 。 GRE VOX 
Hajós 运算 ， 和 参看 图 V.9.) H: GEG 


G: 


G=G, VG, 
图 V9. Hajós 运算 。 

35%. AH 是 满足 下 列 四 个 条 件 的 图 的 〔 同 构 类 的 ) 最 
DE: ODK EH, QU IR HEH GDH, NGEH, 
ONR HEH m GRE H HTARRAMEG WU ESERL RR 
43548, NGCH, (fX GC; EH MGG Gs, 
则 GE 出 ， 证 明 ，Hi = Gs。C 提 示 : 练习 33 ERHLCOS B 
设 相 反 的 包含 关系 不 成 立 , 令 GE Gi\H 是 阶 最 小 而 级 最 大 的 
反例 。G 不 能 是 完全 9 一 者 图 ， 族 它 包含 这 桂 的 顶点 bim 
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bi, biba CEG), abi, ab; € E(G). GL Geab, 
和 Gs=G+ob2， 则 G, 和 Gs 不 是 反例 ,， 放 它们 属于 Hi。 导 
求 用 所 允许 的 运算 从 若干 个 Ci 和 Gs 来 得 到 @G 的 方法 。] 

36. 令 避 是 自然 数 ， 证 明 ， 一 个 无 跟 图 是 一 可 着 色 的 当 
生 仅 当 它 的 每 个 有 限 子 图 痢 是 k 一 可 着 色 的 。[ 提 示 ， REST 
LEAI 24 那 祥 ， 应 用 Tychoror 定 理 。] 


注 < 

定理 3 MT R.L.Brooks,On colonring the nodeg of a network, Proc, 
Cambridge Phil.goc,37(1941)194 一 107 ,Vizing 定理 即 定理 5 见 V Gi Viving, 
On za estimate of the chromatic class of a p—graph(f& X)Diskret, A- 
malig 3 《1964)23 一 30。 关于 在 出 面 上 的 图 着 色 的 结果 在 Ringel 和 Youngs 3| 
Heawood 狂 想 的 证 明 中 达到 恒 点 ， 关 了 这 方 页 r9] d: 下 列 书 中 找到 ， 
Map Color Theorem, Grundlehren der math, Wag.209, Springer—Vo 
Tsg,Berla,1974。 在 四 色 完 理 的 研究 中 线 用 的 排除 程序 见 HE .Heesch ,Unte 
rmuehungen zum Vierfa-henproblem D-I-Hochschulskripten 810/8102 


510b, Bibliogrephigches Enstitot, Mannheim, Vienna, Zarich, 1969610 C: 
定理 的 证 明 发 表 在 K.Appel sand W.lloken, Every planar map is four 
colorable,Part[, discharging, Illinois J .of Math,21(1977)429—490 有 
K.Agpel, W, Heken and J, Koch Every planar map is four eolour: ble, 
Part E, redweibility, Illinois 了 ,of Mat 21(1877] 491 一 567。 四 色 问题 代 
声 史 及 其 证 明 摘要 可 在 下 面 的 书 中 找到 ,了 .和 ，grat7 and P.C, Kainen, The 

”Raour Color Problem, Assavlts and Conquest, Me Gro w— Hifl New York, 
1917。 SIT 和 8 的 关于 划分 的 结果 见 L, Lovas, on DecompOsition of 
Graphs, Studia Soi, Math, Hungar, 1(1956)231—238, 

练 可 33 中 的 结果 属于 T. Gallai, On directed paths and eireuite ,in 
Theory of Grapha(P.Erdaa and GLKsatone，eda )，Aeademie Pres, New 
Yoerk，1868，115 一 118， 而 练习 35 MIER F G. Hajós, uber eine Kongs- 
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truktion richt a-fartharer Graphen, Wigs, Zeitechr, Martin Luther Univ, 
Hale—Witteuberg, Math, —Natur. Reihe 10(1961)166—117, 

THAEUNCPES e PHRWLSIDIRUME D, SONEUSIEEGOB, Zka 
ET G.A. Diran XCERCESPATE MAE PURSI SU B. Bollobas 书 的 第 Y 章 ， 
B.Bollobis, ExtremelGraph Theory, Academic Preas, London :nd New 
York, 198, 
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REH: 在 六 个 人 的 一 次 集合 中 ， 总 有 这 样 的 一 个 三 人 
小 组 ， 这 小 组 的 三 个 人 或 者 都 相互 认识 ,或 者 都 不 相识 。 这 是 
一 个 著名 的 堵 难 ， 它 是 Ramsey 在 1928 年 诞 明 的 定理 的 一 
种 特殊 情形 。 这 个 定理 有 许多 深刻 的 推广 ， 它 们 不 仅 在 图 论 
和 组 合 论 中 是 重要 的 ， 而 且 在 梨 论 〈 迎 辑 ) 和 分 析 中 是 同样 
重要 的 。 在 本 章 中 ， 我 们 将 证 明 Ramsey 原来 的 定理 ， 指 出 
它 的 某 些 变形 ， 并 介绍 这 些 结果 的 若干 应 用 。 


§1 基本 Ramsey 定理 


我 们 将 考虑 图 和 超 图 的 边 的 划分 。 为 方便 起 匈 ， 一 个 划 
分 将 被 称 为 一 种 着 色 。 但 是 要 记 住 ， 这 种 意义 的 着 色 与 在 第 . 
了 章 中 考虑 的 边 着 色 没 有 任何 关系 ， 邻 接 的 边 可 以 有 同样 的 
颜色 ， 实 际 上 ， 我 们 的 目标 是 证 明 存 在 所 有 边 都 具有 同样 颜 
色 的 大 子 图 。 在 2 一 着 色 中 ， 我 们 总 是 选取 红 和 赣 作 为 着 色 
用 的 颜色 。 如 果 一 个 子 图 的 所 有 边 都 是 红 〈 蓝 ) 的 ， 则 说 这 
个 子 图 是 红 《 蓝 〉 的 。 

给 定 一 个 自然 数 s， 存 在 一 个 这 样 的 数 #(s3)， 使 当 nz. 
O, WRAEK K 的 每 个 边 着 色 ， 都 包含 或 
者 红 五 "或 者 蓝 天"。 为 了 证 明 这 一 结果 并 给 进 nCs》 的 界 ， 
我 们 引入 下 面 的 记号 ;， Re, DEM Kt 的 每 个 红 一 蓝 着 色 都 
产生 一 个 红 下 "或 一 个 蓝天 的 #4 的 最 小 从 (由 于 KU, 
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我 们 约定 每 个 K 晓 是 红 的 又 是 蓝 的 ， 放 我 们 假设 5.62. 
HFST Mt Re, D 是 有 限 的 这 一 事实 不 是 一 开始 就 很 
HRR, BE, HET st, BAE 

RG,fD =R(t,s), 
和 

RG,s) « R(2,s) 5s, 
这 是 因为 在 KK: 的 每 一 个 红 一 蓝 着 色 中 ， 或 存在 一 条 蓝 边 ,或 
每 条 边 都 是 红 的 。 下 而 的 结果 表明 ,对 于 每 个 s 和 Rls,t) 
是 有 限 的 ， 同 时 ， 它 还 给 出 R(s, 四 的 一 个 界 。 


XU. 如 果 s>2 M>, W 


RGDeRG-1,0 +R I-D D 
Reneti) e 
FID 


O HERO 时 ， 我 们 可 以 假设 R(s -1,t) MRG, 
t-1) 都 是 有 限 的 。 令 n = 及 (5- 1, 和 + RR(s,t 一 1)， 考 虑 KK。 
的 一 个 红 一 蓝 边 着 色 。 我 们 必须 证 明 ,这 个 着 色 或 者 包 食 一 个 
HK WEB EK. xXx 是 天 "的 一 个 顶点 。 因 为 
d()zu-1-R(s-1,0*RG,-D-1, WA, REEDE 
Em -RG-i,DARBLADUX 关联， 或 者 至 少 存在 m -RG,Q 
~ 四 条 蓝 边 与 x 关联 ,依据 对 称 性 ,我 们 可 以 假设 第 一 种 情 
ERT. #8 天" 的 一 个 子 图 K",， 它 是 以 红 边 与 * 联结 的 
8 个 顶点 生成 的 子 图 。 如 果 K HATE KS RTE 
HÈR SM, Kee AKT ES x 一 起 构成 一 个 
"qK. 
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do 如 果 s= 2 或 4=2， 不 等 式 (2) A ERL, R 
为 Rsy2) ROD = s， 我 们 有 等 号 。) 现在 假设 >2 和 上 + 
2， 而 且 对 于 每 对 G0, sS t2, sees t, (2) RR 
成 立 。 则 根据 D AR 

Ri,D«RG- 1,0 + RG,t- D 
«US RUM. v 

此 结果 容易 推广 到 具有 任意 多 种 (但 有 限 ) 颜 色 的 着 色 。 
AE KE si,52… 5s， 如果 # 充 分 大 , 则 KK" H k G 
每 个 着 色 ， 对 于 某 个 i，1<i<<k， 它 包含 一 个 具有 第 i 种 颜 
色 的 天:。( 使 这 成 立 的 = 的 最 小 值 通常 记 作 Rts1,s2，…， 
5 )。 事 实 上 ， 如 果 我 们 已 知 对 于 6 一 1 种 颜色 上 述 断 言 成 
X, ME K 的 一 个 一 着 色 中 ,我 们 用 一 种 新 颜色 来 代替 前 
WAME. MEn 是 充分 大 的 《依赖 于 siysz，…ys) ， 则 或 
者 对 于 某 个 i(3<i<h) 存在 具有 第 i AMER K, REE 
K"，m= 尺 (s,s2)， 它 用 新 颜色 着 色 ， 凤 用 《原来 的 ) 前 两 
种 颜色 著 色 。 在 第 一 种 情形 中 ， 我 们 的 证 明 结 束 。 而 在 第 二 
种 情形 中 ， 对 于 i=1 或 2， 我 们 可 以 在 " 中 找到 一 个 具有 
第 ~ 种 颜色 的 K. 

实际 上 ,定理 二 也 可 以 推广 到 超 图 , 即 推广 到 对 有 限 集 如 
的 所 有 r 一 元 组 的 集 X W hE to RE Ramsey 证 明 的 
定理 之 一 。 

HIX =at, A RO, DEX 的 每 一 个 红 一 蓝 着 
色 产 生 一 个 红 s 一 集 或 一 个 蓝 :一 集 的 的 最 小 值 ,当然 ,如 果 
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YcX 和 Y7 的 每 个 元 素 都 是 红 〈 蓝 ) 的， 就 称 Y Hier Gl 
的 。 注 意 ，R(sPD = 丸 2 (sy0。 象 在 定理 1 中 那样 ， 下 列 结 
泉 不 侈 保证 对 所 有 的 参数 值 R" ORARE TEA 
开始 就 很 明显 的 ) ， 也 给 出 了 尽 "(s, 蚊 的 上 界 。 这 个 定理 的 
证 明 几 乎 就 十 定 理 1 证明 的 翻版 。 注 意 , RET min(s t}, 
JW ROGO = minfsytj， 如 果 r=s<t， 则 RUGQO =t 


定理 2。 令 1<r<<min{s, 科 ， 则 ROG D GRIS, 
并 且 

Rer G,QDRUPnGOI,D,RI0G,ES D) + lo 
证 明 ， 如 果 对 于 所 有 的 上 和 o, Rt, o RC RIS E 
R'G-1,08 R^G, 1- 1 也 都 是 有 限 的 ， 能 证 明 此 不 等 
式 ， 则 两 个 断言 就 都 证 明了 。 

XR RC UQUG-1,0,R?G,E- D) 1 个 元 素 的 
-AR AEX REENER G REX, ENY = 
X- (OWENA r- 也 集 的 一 个 红 -一 蓝 著 色 如 下 ; e CY n^ 
着 上 {x} Uo € X? 的 额 色 , 依据 函数 RI OO U, NEXU 
们 可 以 假设 有 一 个 具有 Rn G- 1, 站 个 元 素 的 红 子 集 Z 

现在 我 们 来 看 一 看 Z" 的 着 色 。 如 果 它 有 一 个 蓝 ! 一 集 ， 
证 明 就 结束 , 这 是 因为 ZwEXw， 故 Z 的 蓝 1 一 集 也 是 XX 的 
MG—H 。 另 一 方面 ， 如 果 2 不 包含 蓝 1 一 集 ， 则 存在 红 (s 
-1 一 集 ,这 时 ， 它 与 {x} 的 并 为 立 的 红 一 集 。 Li 


在 非 平凡 的 Ramsey 数 中 ， 只 有 很 小 一 部 分 是 已 知 的 ， 
甚至 r=2 的 情况 也 是 如 此 。 显 而 易 见 ，R(3,3) =6， 通 过 一 
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些 工 作 ， 我 们 能 证 明 只 (3,4) «9, GS) = 14, RG, 0) =18， 
RGD 2238 RGSO 718, KFOR, RG DREMA 
ERATARA RGO, Csr >D LAR A o 
RG,DBIT JUS E 08), ERREP, RIEA RNE 
的 方法 得 到 Ramsey 3 RG, Dij E FA. 

作为 定理 2 的 推论 ,我们 看 到 ,在 自然 数 的 各 > 一 元 组 的 
每 个 红 一 蓝 着 色 中 ， 都 包含 任意 大 的 单 色 子 集 ， 如 果 一 个 子 
集 的 各 一 元 组 都 有 同 料 的 颜色 , 就 说 该 子 集 是 单 色 的 。 实 际 
上 ，Ramsey 证 明 ， 可 以 找到 无 限 单 色 子 集 。 


XS. Qe: A" 一 >{1,2,…, 和 是 一 个 无 限 集 4 的 
各 了 元 组 (TSr<eo) 的 一 个 R 着 色 ， 则 4 包含 单 色 无 限 集 。 

证 明 ， 我 们 使 用 对 ”的 归纳 法 ， 注 意 ， 对 于 上 = 1， 结 果 
是 平凡 的 ， 故 假设 ">1 和 对 7 的 较 小 值 定理 成 立 。 

记 4o=4， 取 元 素 *; EA4o。 象 在 定理 2 的 证 明 中 那 
F, EXB, = 4o 一 {%,} 的 各 (r- 1) 一 元 组 的 一 个 着 色 cl; 
Bic (1,278), fe 2e(eU Gu D, TEBI, {K 
归纳 假设 ,8, 包含 一 个 无 限 集 4: ,其 所 有 (r-~ D 一 元 组 有 同 
样 的 者 色 di (di € {1,2，…,&})。 现 在 ， 令 x2€ 4, Ban Ai 
一 {x2}， 定 义 一 个 上 着 色 c2; Bis —9 (1,2, 8), Hc, 
(7) -e(rU(xaD, cCB;7?, WB: 包含 一 个 无 限 集 Az, 
EKAR C- 卫 一 元 组 有 同样 的 颜色 dz。 把 这 一 过 程 继 续 下 
去 ， 我 们 得 到 一 个 元 素 的 无 穷 序 列 x:;xa,… 莉 色 的 一 个 无 
SERERE didi, MRR —A-GBEEIE AI 45244,2412, b 
3 € A -9 并 且 所 有 的 -一 元 组 在 4, 之 外 的 唯一 元 素 为 x, ， 
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2 


ERA ER Ed. 7653 3 (7 HER AMETS, sh p 
至 少 一 个 无 限 次 ， 比 如 说 对 每 个 idss 1H n oo, 网 
依 其 构造 ,无 穷 集 {x ,X42，…} 的 您 个 + 元 组 痢 有 颜色 LII 


对 菏 些 情形 ， 应 出 定 理 3 的 下 而 的 说 法 更 为 方 蚀 N 息 
自然 数 集 。) 


EEI CN, rEN, 并 用 &, 种 颜色 对 入 的 和 从?r 元 
组 的 集 太 " 着 色 , 册 存在 这 伴 的 无 恨 子 集 末 = 六, 对 么 个 r ， 
M 的 任意 两 个 其 最 小 元 素 至 少 为 的 r 一 元 组 具有 同样 的 
颜色 。 

WEB. dMo-N, BRE CA EYERE Moo M, 
TemM.os QM Æ MHART, bM. 的 所 有 
7 一 元 组 都 有 同样 的 颜色 。 几 这 个 方法 ,我 们 得 到 无 根 集 的 一 
个 递 降序 列 Wo 二 于 22…。 取 0EMseaEMs 一 (12 
219,05 € Ma- (1,2,7,a:), EF. BI, M (01,02, ) 
有 所 要 求 的 性 质 。 


综合 定理 2 和 定理 1 之 后 叙述 的 “着 色 一 分 组 论证 法 ”， 
或 者 综合 定理 3 和 某 种 紧 致 性 论证 *， 就 可 得 到 下 曾 的 结果 。 
给 定 和 s1,s2,…,s:， 则 对 充分 大 的 | 基 |，X" 的 每 一 个 用 
上 种 颜色 着 色 都 有 这 样 的 性 质 ， 对 于 菜 个 i，1<ix<k， 存 在 
一 个 入 SEXOS =s,), 其 所 有 ?一 集 有 颜色 i, 使 此 成 立 
BSVX VLA A FUR. Ru Gauss, en so ÆR. AR, RoG, 
5 SERRER 0, — Rih. 
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5 = Rats, D, WE Riu so inus = Ra? Gi uso, ,Sh)e 
定理 2 HGB Re" 52,50. 的 上 界 不 是 很 好 的 。 
仿照 定理 2 的 证 明 ， 我 们 可 以 得 到 较 好 的 上 界 〈 参 看 练习 
82): 

REGi psz Se RUIT (RE (si — 1, S2503 


By {sse Se 4331 ~ 1) + io 


$2 8 B Y RH 


ZH, M H ERMAR, AEKA n, EREK 
的 每 个 红 一 蓝 着 色 都 是 或 考 包含 一 个 红 五 ， 或 包含 一 个 蓝 
Ha 呢 ? 因 为 HE KI 的 子 图 , 此 处 st= [Hiis 1,2, 
当 n>R(1,52) 时 ,回答 显然 是 肯定 的 。 用 r (里 ，,, 电 2) HRR 
证 肯定 回答 的 n 的 最 小 信 。 注 意 这 个 记号 类 似 于 先前 引入 的 
Bg: Reisa) =r(Ks QK*0, BR, rOH,LHO ~ 1 是 使 
THETETEIUE H XG M HAG H n WIS G fs 的 最 大 值 。 

有 时 ， 称 数 ROI, Hi] X Ramsey Bl, EELER, 
对 它 已 经 有 相当 广泛 的 研究 。 我 们 将 对 一 些 简单 的 图 对 
H, H Er (OL, H2. 


XXR4. 令 了 是 一 个 + NS rOCLT) = (G- D G- 
Dl. 

证 明 ， 图 (s~ 1)K"! 不 包含 了 ， 它 的 补 长,-1(t- 1 不 
BEK, d rdCc,TmG-DG-D«1 

现在 ， 令 G 是 一 个 G- TDG- DT+I 阶 图 其 补 不 包含 
K', Wx()[Is/G-0]-56 故 它 包含 最 小 度 至 少 为 1t- 1 
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的 临界 子 图 下 + (BARRED o Sur, IT ir 
个 同 构 十 了 的 闻 图 。 事 实 上 ， 我 们 可 以 假设 T.cH. mat 
Tis- a, 而 是 了 的 … 个 端点 ， 它 邻接 7 MEDRA 
3。 因 为 在 五 由 ，?y 至 少 有 +- 工 个 邻接 项 点， 这 些 钉 接 顶点 
中 至 少 有 一 个 ,比如 说 >， 不 属于 7 ,那么 吾 的 由 了 和 2 生 
RT SER JE MEE TET. g 


因为 对 rK, KO 知道 得 很 少 ， 我 们 只 期 望 当 G， " G 
HERH GEMERI 的 情形 时 ,例如 当 
SHL 和 Gs =t 盯 ,时 ,7r(G1,Gs) 会 比较 容易 计算 。 pM 
单 引 理 开明 ,对 于 固定 的 H, 和 Ho, WIE n GH EH 的 值 
EAS Hie Hub ee, Bobo UELLE UB Ha MAE 
[3 FEE 


8I 5. r(G,H, UH) &max(ir(G, H D) +IH,|,r(G, 
H4), WIR n GHI Horis Hi G-D|H,l. 

ERA: 令 n 大 于 第 一 式 的 右边 ， 并 假设 存在 KK" 的 一 个 
RAAG 的 红 一 蓝 着 色 ， 则 nmrG,HD fefe Hi. 
HERR. HA n- | 于 ,| 之 r(G, 末 1)， 故 剩 下 的 部 分 包含 
BEH. Be KUAH, UH, 口 


定理 6。 WR stl, W 
r(sK?,IK?) =2s+t—1o 
TA: 图 G= KUNVEN RER s FRENN C= 


* 应 为 导出 于 图 。 一 按 注 。 
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瑟 25 -14 下 全 1 不 包含 上 条 独立 边 。 因 些 ，5 GKOuKDA 
2s+t- le 
rGK?,K?) «2s 是 平凡 的 。 我 们 将 证 明 
rl((s+ DK? Gr DÉ?T)&r(GK?, K?) 3, 
些 不 等 式 对 于 完成 证 明 是 足够 了 ， 这 是 因为 由 些 可 得 
rst DE?, (r+ DK rkK?, tK?) +3 
<r((s—- DK?, (it~ VK «6 
Sr((s—- t+ DEK?,K2)+3t=2(s—- 06 1) * 3E 
-25ti2. 
4Gik—4^n-rGK?,IK» «322 t £e 1E, WRG = 
K", W GoOGe DÉ*, nS G- E*, MG oGenE?, m 
则 ， 存 在 三 个 顶点 X. y Mz, Bxy€G, xe€ GG. SUESGA 
EG- {x,y e AE s 条 独立 边 ， 这 时 xy 可 以 添加 到 它们 之 
P, HRGA stR WAG - {x,,y,z} 包含 + 条 
独立 边 ， 这 时 xz 可 以 添 吉 到 它们 之 中 ， 构 成 G 的 1+ 1 条 独 
立 边 。 


定理 7， 如果 sfz1 和 sz2， 则 
r(SK?,IK?) = 3s 21, 

证 明 : GK? UKI +E, W GRE RS 
dRBIIÉASE-.WG-ESUCQ(qOUK'CO«WAS tA 
XH BE, EU. rGEKLUCSYANANTBESEVERS Kl e 

很 容易 证 明 ,r (2K3,KK3) =8 和 r(2K3,2K3) = 10 CÓ 
习 12) . 因此， 反复 应 用 引 再 5 就 给 出 
上 指 没 有 公共 顶点 的 -组 三 角形。 RE 

deae 


r(sK?,K3)35, 
而 只 要 对 于 * 关 1,f 关 1， 我 们 能 证 明 

rs * D K*, (t+ DK9) &rGK?,1K?) +5。 
就 完成 了 证 明 。 

为 了 看 清 这 一 点 , 令 2=r(Gs 开 ?1 开 3) +5， 并 考虑 天 "的 
-MEER G. ERK 中 取 一 个 音色 的 《比如 说 是 红 交 7 
TAE KS MR 天 "一 天 ,包含 一 个 红 S3?， 证 明 结 束 。 否 
则 ， 天 "一 天 ,包含 一 个 蓝 二 角形 K. ( 它 甚至 还 包含 兰 IK, 
我 们 可 以 假设 天 ,一 天 。 的 九条 边 中 至 少 有 五 条 是 红 的 。 这 
REDANA Ks 的 一 个 顶点 关联 ， 而 它们 间 天 :的 
一 条 边 一 起 构成 一 个 红 三 角形 KS, URBES Kid 
公共 顶点 。 因 为 K*- KK HrK? tK) 个 顶点 ， 它 
或 者 包含 一 个 红 SK? 或 者 包含 一 个 蓝 tKK*。 它 们 与 K* 和 
天 ， 都 没有 公共 顶点 ， 故 K" 或 包含 一 个 红 (s+ 1) K3, 或 包 
R-E. (t+ DK3。 


仔细 指 薇 前 面 两 个 定理 证 明 的 思路 ， 我 们 可 以 在 max 
G,D. 比 max(p,9) 大 很 多 时 ， 得 到 rK”, tK) 的 一 些 较 好 
的 界 。 令 mar: 是 固定 的 ， 选 取 1。， 使 
tmin{ p,q}>2r(K?, K 9. 
记 C rltoK?,t, Ke) o 


定理 8.。 如果 s>t>1, M 
fs (q= Dt - 1&r(sK^,tIK «ps (g- Dt C, 
证 明 ， E Ke UE TE 证 明了 第 一 个 不 等 式 。 象 在 
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前 面 各 定理 证 明 中 那样 ， 我 们 国定 s- !， 并 应 用 对 + 的 归纳 
法 。 依 引 理 5， 当 ft 时 有 

rGK?,IK9os(G-DptrUK? Kos psc C, 
现在 假设 >t, JEBGERUPS T ACRAESOI T siR. 

令 G 是 4=pls+])+(g- (tt D+C+1 阶 图 ,使 G6 力 
GEDKPBSIG SO DESBUHEM— Gibt Kr Gr 
的 K* 均 没有 公共 项 点。 用 玉 , ER G 的 各 K+ 子 图 中 顶点 
的 集 , 养 雇 =- 也, n Vl, m= lalo, 任何 顶点 
XEN IRES V EFKO, KO 个 顶点 联结 ， 这 是 
因为 否则 的 话 , 或 G 中 存在 一 个 KK* 包含 x, 或 G 中 存在 一 个 
Ks 包含 人 ,的 顶点 。 与 此 类 似 ,每 个 顶点 CV 联结 于 ,的 
至 多 除去 r(K?,K1) 个 顶点 之 外 的 全 部 顶点 。 因 此 ， 

nar (K1, K9) + no KP, K971) nf 
但 是 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 msp, nig A DrK, 
KY 和 ms>2r(K?,Ke!)。 因 此 ， 我 们 可 以 找到 G 中 的 一 
4 KH Gp Ks, 它们 有 一 个 公共 顶点。 

当 我 们 去 掉 这 些 子 图 的 p+ q~ 1 个 顶点 时 ， 发 现 剩 下 的 
WAR H WR HOosKrm HiotK BARS H| = ps+ g-t 
tC 1， 而 这 是 不 可 能 的 。 


我 们 会 想 ， 各 种 各 样 的 Ramsey 定理 成 立 是 由 于 我 们 对 
其 进行 边 着 色 的 图 是 天 "， 而 不 是 只 右 少 数 边 的 称 朴 图 。 
现在 我 们 考虑 对 于 有 有 限 赂 的 原来 Ramsey 定理 的 另外 一 
个 推广 。 令 于 ,G1 Gore CAER, JH 
H— (GiG, G0 
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ER FERRE: 对 H 的 边 用 颜色 cier, se 的 每 种 着 
色 , 存 在 这 样 一 个 下 标 i, 使 吾 包含 同 构 于 CL HTE, Ha 
都 具有 颜色 c+:。 如 染 对 于 每 个 i,G, =G REH (G, 
Gape, GO TR HE 0 (O0, HERE 
r(€,,G2) = min(at K"! (G,,G2)) =max (n: K*7(G, 
G3) + 

显然 ， 在 一 个 稀 朴 图 中 寻求 单 色 子 图 比 在 完全 图 中 更 困 
难 ， 并 且 对 于 给 定 的 图 C, 和 Cs， 可 能 不 穿 易 找到 一 个 在 菜 
种 给 定 意义 下 的 笑 压 图 再 ,使 也 (G, ,Ga.) ,因此 我 们 可 能 
不 会 立即 找到 没有 下 5 的 一 个 稀 朴 图 正 , 使 H>(K3,K3)， 
《这 样 的 一 个 图 示 与 图 页 .1 中) 。 我 们 可 以 进一步 提出 下 面 
的 困难 问题 ， 窑 在 cl(H) =3《 帮 没有 KH>(K?,K?) 
WEA HU. 注意 ， 定 青 1 并 不 能 保 
证 这 样 的 图 五 存在 。 为 了 结 永 这 一 
节 ， 我 们 仅 陈 述 深 刻 的 Nesctii 和 


AYN 
SI 


"3 - Chy 
Rei EN, 对 这 类 问题 的 同 EN 
EXE EI. Y^ 


E] Vi BL GT eG», 
X329. BEG, Goo Gu FERH, D = 
maxel (Gf H-G,,€2,-,G0, 


$3 ”代数 和 几何 中 的 Ramsey 定理 
给 定 一 个 代数 的 或 几何 的 对 象 和 这 个 对 象 的 有 限 子 


EO RA CG GL) mingni K ~G, Gi) Fo mex K ^ (GS, 
G0), —Hr. 
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集 的 一 个 类 P。 当 我 们 用 & 种 颜色 对 这 些 元 率 着 色 《 妈 把 这 
些 元 素 划 分 成 名 类》 了 时， 是 不 是 这 些 颜 色 类 中 总 是 至 少 有 一 
个 类 包含 P 的 至 少 一 个 元 素 呢 ? 在 这 一 节 中 ， 我 们 对 欧 儿 里 
得 空间 、 有 限 维 向 量 空 刘 、 各 种 半 群 和 属于 更 一 般 范 再 的 对 
象 ， 讨 论 一 些 这 种 类 型 的 问题 。 我 们 只 证 明 一 、 二 个 入 单 结 
果 ， 内 为 一 些 较 深刻 结果 区 证 明 远 远 超出 本 书 的 范围 ， 尽 管 
那些 命题 本 身 是 很 容易 带 解 的 。 

令 P 是 集 好 的 有 限 子 集 的 一 个 类 ,用 前 节 中 使 用 的 记号 ， 
MOD) 表示 在 M 的 每 个 & 一 着 色 中 都 存在 单 色 集 PEP, 
BMMM, UMU UM WRN COT (,2,, 
有 和 基 个 已 EP 有 已 对 ,。 当 讨论 Mor OO 是 天 成 立时 ,下 
列 的 紧 致 性 定理 能 使 我 们 用 M 的 有 限 子 集 来 代替 M 


定理 10 MP) 当 且 仅 当 存 在 有 限 子 集 XXcM， 使 
XO 


WEBB. 如 果 MPO, WEST RUE X CM, RA 
A XO» 

MM 的 一 个 名 着 色 蚌 空间 C1，&k2* 中 的 一 个 点 对 于 cE 
CLRI“ FI EM, c EAR s EBE re(c) 就 是 clx) EL, 
RI={1,2, sA}, C(x) 是 由 < 对 x 指定 的 颜色 。 我们 儿 平 
总 是 给 C1, 甩 以 离散 拒 扩 ， 而 给 C1, RO 以 乘积 拓扑 。 根 据 一 
般 折 扑 中 熟知 的 Tychonoy 定理 ， 空 间 [1, 科 * 是 紧 致 的 ， 
次 为 它 是 紧 致 空间 的 乘积 。 

AZoE—AUR RES X CM, ARN OO RMA ERE d 
R, ERER HN X B E PEP, MEEN, 
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WAELAH cX pua quaiX -epo, n dev 
CD. Bi, G, RYAN 是 开 的 ， 故 入 (XY) 是 闭 的 。 
GEBR bL, N OO ROEJLBOT X BIB. ) 

现在 ， 我 们 可 以 来 证 明 必 要 性 了 。 假 设 对 每 个 有 限 集 
XcM RA XAP XOERRXHSTCGIB SOCR N O07 
前。 因为 NOOnNOOOSNO UY), WERNA): Xc 
M EARRA AZER. C, RO RS R BHE A A nN 
QOO 76. ST c€ QN OO M 的 一 个 不 包含 单 色 集 PEP 
的 R 一 着 色 。 


令 工 是 rs 维 欧 几 里 得 空间 R* 中 点 的 一 个 有 限 集 。 作 为 
迄今 使 用 的 记号 的 另 一 个 变形 ，R" 一 (Z)* 表示 在 R" 的 每 个 
& 一 着 色 中 都 存在 全 等 于 工 的 单 色 二。 如 果 对 于 每 个 上 都 在 
ERR n, MER" > (Z)*， 则 说 工 是 一 个 Ramsey X. 


XR 0. 令 己 是 距离 为 1 的 一 对 点 ， 则 
R*—5 (Ps, 


R? 24» (P)7。 

WA: FE 下 .2 证 明了 第 一 个 断言 ， 理 出 如 下 : 假设 在 此 
图 的 ?个 点 的 红 一 蓝 一 黄 着 色 中 ， 不 存在 单 色 的 邻接 点 对 。 
不 妨 假 设 x 是 红 前 ， 则 y, Mz 是 蓝 的 和 黄 的 ， 故 x, 是 红 
的 。 同 样 ，x2 是 红 的 ， 但 是 ，x: 和 x2 是 邻接 的 。 

图 V.S 说 明了 R? Pos 不 成 立 。 m 


* 169 * 


图 下 .2， 每 对 邻接 点 的 


距离 均 为 1。 Lav -5)/10, 


有 趣 的 是 ， 还 不 知道 使 Rz->(P)x 的 上 的 最 大 值 。 


忆 可 ,3。 边 长 为 "的 一 些 六 边 形 ， 


定理 12， 4 Q' 是 单位 正方 形 ( 的 顶点 集 ) , 则 Re- 
(QU, 

证 明 ， 考 虑 Rs 的 一 个 红 一 蓝 着 色 。 特 别 是 有 R5 的 下 面 
十 五 个 点 的 红 一 蓝 着 色 : X= Gli 55 0 IKILI, E 
中 ,=0 除 非 &=i 或 kh=j， Wxexh-lv2. mH 
AWAR (viuo oer 的 K 5， 并 用 x1 的 颜色 对 边 01w; 着 
色 Gp. HAr, CO =6《 此 十 明 不 难 , 留 给 读者 作为 
练习 13) ， 优 对 称 狂 ， 我 们 可 以 假设 边 21v2、 vvs vata 全 
是 红 的 。 容 易 验 证 点 X12 ,X23,Xa4 和 ,4 构成 一 个 单位 正方 
形 ， 而 这 个 正方 形 当然 是 红 的 。 Li 


AE L Ra H L;cCR«, RIEN L: x LacRm tm 
为 : 
LixLaz(Gt xe en (Xs Xm) EL , 


Un, ian im C Lo. 
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定理 13., 如 果 工 ; ML 都 是 Ramsey Æ, M L: x Lit 
Jk Ramsey 集 。 

证 明 ， BER, (dm, WERL y. Eg, AK 
HEEN, RdE—4 HB TE XCR”, d Xu, l= 
LIEN 因为 Lijé Ramsey f£, FÆ m, 使 R"-> (Los 
Rn "= R" x R" 的 每 个 R 一 着 名 限定 一 个 R 一 着 色 c, XxR- 
C827 (1,2, k}. RAA R" WARG, 的 一 个 了 = 
BUI—H&. 对 y。 ER, REME, A 去 对 它 着 色 即 
M, Hp f EAH Xx {y。} 的 着 色 的 一 个 西数 : f(yo) = 
CX, Yo) EXSI EAR, EAA AA LR", W 
LicR*, HF EX M yy ELa Ray), 《x,y;) 有 同 
样 的 额 色 〈 在 原来 的 R& 一 着 色 中 ) 。 对 x 指定 这 一 共同 的 颜 
色 ， 我 们 得 到 X 的 一 个 R 一 着 全。 它 有 单 色 的 工 ,CX， 这 
就 给 出 了 一 个 音色 的 L! x 工 2。 E 

dk R'ipftg - Suite nep 

B -((60:,2203,-,2,0,) 81 - 0k 1] 
的 一 个 集 ， 此 处 mi>>0。 配 中 的 单位 单 形 表明 ,Re->({0， 
1)):， 故 每 个 2 一 点 集 是 Ramsey 集 。 因 此 ， 定 理 13 有 下 而 
的 推论 。 


Xm, 一 块 砖 的 每 个 子 集 都 是 Ramsey 集 。 O 


如 果 一 个 集 工 CR" TRARA ERER AE RE 
的 ) 环 面 上 ， 就 称 工 是 球面 的 。 稍 麻 燃 一 些 但 可 以 证 明 ， 如 
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果 一 个 集 不 是 球面 的 ， 则 它 不 是 Ramsey 集 (82020 > E 
奇怪 的 是 ， 尽 管 存在 许多 集 ( 还 有 许多 很 简单 的 集 ， 例 如 印 
角 三 角形 + )， 它 们 是 球面 的 ， 但 不 是 碳 的 子 集 ， 然 而 它们 
之 中 的 任何 一 个 是 不 是 Ramsey 集 都 还 不 清楚 。 

Ramsey 定理 的 下 列 很 有 意义 的 推广 是 内 Hales 和 Je- 
wett 证 明 的 。 


EH. 令 S 是 一 个 可 换 无 限 半 群 , 令 工 是 S 的 一 个 
有 限 子 集 ,， 且 令 P={atnL:aE5,nEN}，, 此 处 nL= {nx; 
%E€ 工 }, 则 对 每 个 和 有 

S—> {P)i。 


这 个 定理 的 证 明 难以 在 这 时 介绍， 但 是 ， 我 们 陈述 了 这 
个 定理 ， 一 方面 因为 它 是 Graham，Leeb 和 Rothschild 所 
证 明 的 一 些 很 一 般 的 结果 的 基础 ， 这 些 结果 断言 某 些 范畴 是 
“Ramse7 "的 ! 另 一 方面 因为 我 们 将 要 证 明 这 一 定理 的 一 个 特 
殊 销 形 。 下 一 个 定理 是 Rota 猜想 的 ， 它 是 闫 了 Ramsey jl 
畴 的 那些 结果 的 更 精彩 的 推论 之 一 。 


ERI, 给 定 一 个 在 限 城 玉 和 两 个 自然 数 "和 [存在 

这 样 一 个 自然 数 时 ， 使 得 当 对 IT ER N 一 维 向 最 空间 jx 用 
HACC, WE 包含 一 个 单 色 的 4 一 维 仿 射 子 空间 。 

并 卫 ， 给 定 一 个 有 跟 成 FORTÁARE AO R, mMk 在 

在 这 样 的 M， 使 得 当 F 的 一 维 学 空间 的 集 用 不 种 颜色 营 

L RE 


RE DAA RIIE, 一- 


QN 


色 ， 山 存在 一 个 z 一 维 子 空间 ， 其 中 所 有 刀 - 维 子 空 间 有 癌 
样 的 颜色 。 

Yan der Waerden fj£&WUE RE CE pu 17). 是 定 
Ju doi RRR RE. MERTI IR X TE EE Rodi Graham 
和 Rothschild 给 出 的 证 荫 ， 内 为 这 个 证 明 上 反映 阳 于 该 型 
论 中 最 深刻 的 结果 的 论证 的 风味 。 按 可 例 ， 摊 自然数 集 记 作 
N, quf, mtl, oon} UE ne 


定理 17。 给 定 PREN, TERRIERI (P, 使 
FECL, Co, IO JG E kiih, WEER p 项 组 成 的 单 
T& SOR BUR 

WA: GIR wm 是 两 个 自然 数 , 如 果 两 个 人 w 一 万 级 (x;， 

a Er0 门 ”一 直到 、 并 有 日 色 食 最 
后 一 次 出 现 的 1 都 直 一 致 的 ， 就 称 这 两 个 m 一 元 组 是 [一 等 
价 的 ， 并 约定 任何 两 个 不 包含 1 的 序列 是 等 价 的 。 我 们 把 下 
桓 的 陈述 记 作 S. no. 

HEREN, HERRER W Qm, AFTENER 

ci, W (Lym, k) JC, k] 
存在 4,d1,d2，…,dm EN, {E 


as Ld «Wd,n,l, 


HATO, D'" 的 每 个 1 一 等 价 类 上 ， 
cia Sedo 
JEMA 。 
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EE Vau der Waerden RAER S, D, E, 
HEA p nix AGE DESE ULT di p ERI m, SU,m OX 
立 。 我 们 将 用 归纳 法， 从 平凡 的 断言 Sa, D 开始 ， 并 通过 
两 种 不 同 的 归纳 步 又 证 明 SU, m) 。 

G) HN mz, SO,m) 成 立 ， 则 SO, me D 也 
JR. DI GEGGX— m. Mix R. QW -W U,m, k), W= 
WUR MM W,-zCG- OW 1,182, KIN a c 
GWW, 是 任意 一 个 人 着色。 这 导出 一 个 [1 于 
的 一 个 如 一 着 色 c. CE JR W; 着 色 法 的 函数 JE 
GO, RJ Zj FECI. fin se(CG- DW +w), 1« 
w«W (参看 定理 3 的 证 明 ) 。 依 据 WY’ 的 选 法 ， 存 在 这 样 
的 和 中 at+gd 委 了 ， 使 ca) 2 c'(a d) 2c' (ot+(- 
pd. RE SO, m NATA c fE Y kE EIC - 
DW +1,0 W), MEERN a,d; dA CN, 使 


Ww- DW c1«axas1;dsaW , 
1 


而 eas Dedo 在 各 ! 一 等 价 类 上 是 常数 . 记 deu 
TW, Wardi, sda, 满足 


mu 


ael d «WW, 
1 


cae Saidi) 


在 50,D "的 每 个 一 等 价 类 上 是 党 数 《〈 兄 图 可 .4) o 
nme 


a a4 nidi e.dw a: 2C 


WoW Wy 
H . . . . . . . 
1 i a ote td W 


A,A, BA OERE, R € [1, FERE 
们 如 何 对 Po 在 色 
Gi) dx REAL, Sd, Ww, ME SC 1, m 也 成 
SELL GRON CERO SE. HHA ec CLIP dus io 
-51, 问 是 给 定 的 , 则 存在 这 样 的 ad s d EIN al 


x 


r 
DWU, k, k), dictae Exid) 在 各 [一 等 价 类 上 是 
1 


常数 。 各 种 颜色 eat 31d, s-0,1,2, k, 不 能 完全 不 
kj, MIETE sto iem, 使 


E i 
clat $ Idi) »c(a 3 ido). 


TEX ECOJ], 
c Ca Eid» + 
是 常数 。 
因为 st1,1) 着 平凡 的 ， 依 归纳 假设 ， 对 于 每 个 1 和 m, 
Sd,m) Rx. a 
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Wan der Waerden 定理 有 许多 有 懋 而 深刻 的 推广 。 其 
Hi, Rado 确定 了 在 N 的 每 个 用 有 限 多 种 颜色 的 着 色 中 ， 整 
系数 线性 方程 组 
a 


n 
什么 时 候 有 单 色 的 解 ， 作 为 Rado ARA R SU EET -种 
特殊 情形 ， 我 们 得 到 下 而 的 结果 ， 给 定 整数 和 sw， 和 存在 这 
样 的 和 N= N E,D, WMR, NI 被 8 一 着 色 , 则 存在 - 个 
出 4 个 自然 数组 成 的 集 A, E BSN, 旦 所 有 的 和 三 &， 


$ 隆 8 二 4， 有 同样 的 颜色 。 在 下 一 节 的 本 尾 ， 我 们 讨论 这 个 
ROS AG BEA FE LAT RD EI o 


$4 子 序 5 


令 〈fn》 赴 一 个 空间 了 上 一 些 函数 的 一 全 序列 ， 风 我 们 
可 以 找到 这 样 一 个 子 序列 〈/。)， 使 下 面 两 个 结论 之 一 成 立 。 
9 如 果 (e GO 的 任意 一 个 子 序列 ， 则 对 每 个 


Li 


PMID 


mR Gap XE ao 的 任意 一 个 子 序 列 ， 则 对 某 个 


N21, d sup m/N. 


N=1, A sup 


Efn, | LHN. 

关于 洱 数 序列 的 这 个 相当 困难 的 断言 ， 实 际 上 是 关于 无 
穷 集 的 一 个 Ramsey 型 结果 的 一 个 直接 推论 。 

i 厌 书 在 这 一 他 中 有 多 处 记号 印 剧 有 铅 误 ， 现 尽 基站 让 。- 一 以 于 。 
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WE 2" Kx M BHCHR T PRISE. M COM MIBHEI— 
ÉRE, MGE M ERETIERS. N 是 自 
FREE. d Cin (1,2,--,3) — 3E F2" FM I i 
Ramsey 类 尚且 仪 当 存 在 这 样 的 训 EN "dé M'"cF, 
或 M* 2%-F。 

MT PM UETLSEEET RUCRARGREA TL Ta, eTa ={0,1}o 
我 们 给 7。 以 离散 折 扑 和 27 以 乘积 折 扑 。 在 这 个 折 扑 中 ， 
2^ 是 一 个 紧 致 的 尝 斯 道 天 空间 ,属于 Galvin 和 Prikry 的 
一 个 定理 一 种 弱 形 式 表明 ，2* 的 每 个 开 半 集 都 是 Ramsey 
集 。( 蛤 而 易 见 ,这 个 结果 蔓 售 上 述 关于 函数 序列 的 斯 言 。》 
为 了 证 明 这 个 结果 , 使 用 Galvin 和 Prikry 强 入 的 记号 入 
语 是 方便 的 。 对 ,六 ,4 BREN 的 无 限 子 集 ， 和 了 都 十 
六 的 有 限 子 集 。X <a GURXPT fS x € X A ea X«M 
表示 对 每 个 mEM，X<m。X H-A M—IPIKIECADEI 
XUN ifs, Lab X«N 旦 NCM。 现在 ,我 们 取 定 一 个 
RFE, WRX 的 每 个 了 一 扩张 都 属于 F， 则 说 M Hes 
X) 如 果 不 存在 接受 六 MONCM, BUM Eè X. 


3HB 18。 WENEH, Vip MCN, MEAN 
XEM. 

证 明 : 首先 注意 ,存在 这 样 的 了 M。， 每 个 XCM。 或 被 
MEE, RUME 事实 上 ， 记 NL Na ci, 假设 
我 们 已 经 确定 了 N。 DNDN MGEN -Nons 
U«iR-1. Hia, C Nu, MUR Na- (u HE, a), D 
记 No EN - (OVEM, e Nai 是 Ne- (4) 的 接受 tao， 

Bu 


41,…,04} 的 一 个 无 限 子 集 。 则 M= (a, c CIC ERBT 
要 求 的 子 集 。 

依 妇 纳 假设 ,好 ,拒绝 5。 现在 假设 我 们 已 经 选取 了 6。 
51,"…,bs-1， MEM LIBI X babis boi. WM a 
不 能 接受 无限 多 个 形 如 芋 U{cd} ,j=1,2,… 的 集 ， 因 为 杏 则 
Rif, (01,02, RE X. EEG. M .拒绝 除了 有 限 多 个 形 如 
六 Ut{c} 的 之 外 的 所 有 和 集 。 因 为 对 于 半 仅 存在 SARE, A 
RÈR bo M EISE. XC. birco IRE, 
RM - (5,5, A MERER. o 


定理 19。 2* 的 每 个 开 子 集 都 是 Ramsey 集 。 

ER: d FcCIU GO, 并 假设 对 于 每 个 4€N' 有 
A” AF, ENIE d Q M 是 由 引 理 18 保证 其 存在 的 集 。 
如 果 M«"&a"-F, Q A€M'"nF, 因为 F 是 开 的 ， 它 包 
含 44 的 一 个 邻 域 , 故 存 在 这 祥 的 整数 a € A Mam R Bn {1， 
2,758) 2 A1(1,2,-,a), NI BEF, EE, RES M 接受 
AD ,2,,a), 5 M 的 取 法 矛盾 。 因 此 ，M'woc2 一 下， 
这 就 证 明了 F 是 Ramsey 类 。 g 


用 邱 ”表示 天 的 所 有 有 限 子 集 的 类 。 一 个 类 
ESN ARAWN, WRAT EA MEN”, 
EEM Ah. FAAN, MRF PRAAK 
另 一 个 元 素 的 初始 段 《 也 就 是 说 ， 如 果 XY 8 Xe. 
或 UYEF.)。 
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RE. AF, CNOA ie uar p. 则 存在 这 样 的 
MENS, EFA ACM 都 有 属于 F。 的 初始 段 。 

证 明 , 令 F ={FSwW: FERFE. BEI d BO. W F 
是 开 的 ， 必 存在 这 样 的 MEN“"，, Ei RMF, R 
Mi”c28-F。 第 一 种 情 样 证 明 结 束 ， 而 第 二 笠 情 蓄 不 能 成 
v AARAA M NFS g C 

这 个 推论 能 使 我 们 导出 对 无 限 集 的 厌 末 Ramsey 定理 
《定理 3) 的 一 个 推广 。 


推论 21， FCN AO ERR MR F。 的 任意 一 个 
&A 一 着 色 , 都 存在 这 样 的 无 限 集 4 己 六 ,使 F。 的 所 有 包含 在 4 
中 的 元 来 都 有 同样 的 颜色 。 

证 明 ， 只 要 对 有 =2 让 明 这 一 结果 就 驶 了 。 考 虚 下 ,的 一 
个 红 一 蓝 着 色 ，F 。= F 红 UF 监 。 如 果 F 红 十 稠密 的 ， 则 令 M 
是 由 推论 20 保证 的 集 。 对 于 每 个 下 EF 。fn 2Y， PERRY 
始 段 下 的 元 限 集 NCCM， 央 为 F。 ESSEN, PEN 的 属 
TF. AR- KaR. IFEF, i Fotua EM 


中 的 每 个 元 崇 都 是 红 的 。 
AoH, WR F 红 不 是 笛 密 的 ， 则 对 某 个 无 限 集 杂 ， 
2" (Fa 24. 办 此 NF FE. Uu 


现在 ， 我 们 转向 前 一 节 末 尾 曾 许诺 的 关于 单 色 和 的 结 
果 。 这 个 很 好 的 结果 是 由 Graham 和 Rothschild 猜想 ， 由 
Hindman 首先 证 明 的 , 它 与 这 一 节 中 给 出 的 结果 不 很 接近 ， 
但 是 ， 由 Glazer 给 出 的 奇妙 的 证 明 揭示 出 一 个 可 用 于 无 限 
DE 


Ramsey 理论 的 富有 成 效 的 方法 。 


33822. 对 于 入 的 任何 一 个 R 一 着 色 , 都 存在 这 样 的 
无 限 集 ACON, BT THAT Ex, EXTA, 都 有 辣 样 的 
Be. 口 


我 们 不 准备 给 出 详细 的 证 明 ， 仅 对 那些 《至 少 业 模 移 糊 
HDD NORN El T. JUN RECTO A BN 是 一 
个 紧 致 拓扑 空间 〈 只 有 当然 是 离散 拓扑 的 N Stone-Cech 
紧 致 化 、 的 读者 给 出 证 明 的 概要 。Glazer 所 给 出 的 这 个 证 
明 至 少 与 定理 本 身 一 桩 绝妙， 而 且 更 加 使 人 惊奇 。 

我 们 回忆 一 下 ，N. 上 的 谴 子 F RON 的 这 样 一 个 子 集 族 ， 
(DD 如 果 A4,BEF，,， 则 AQ BEF， GDM AEF 和 AcB， 
W|BCF, GiDFz2",8 de F, Zorn 引 理 蕴含 ， 每 个 滤 子 
包含 在 一 个 极 大 滤 子 中 。 一 个 极 大 滤 子 称 为 一 个 超 尖 于 。 如 
果品 是 一 个 超 滤 子 ， 则 对 于 每 个 4 N， 或 者 4EU， 或 者 
N—A€U, RER: SAARTE 上 定义 一 个 有 限 可 加 
的 0 一 -1 WE m, 

mAs f mE NEU, 
0 WR NN 一 A EU。 
Rx. D 上 的 每 个 有 限 可 加 的 0 一 1 测度 显然 定义 一 个 超 滤 
于。 如果 存在 一 个 测度 为 1 的 有 限 集 ， 则 这 个 集 的 元 素 之 
一 ， 比 如 说 %， 也 有 测度 1， 客 吕 ={ACN aCA) X FE 
的 超 涉 子 称 为 主要 的 。 并 不 是 每 个 超 滤 子 都 是 主要 的 ， 包 食 
滤 子 F={AcN，N 一 A 是 有 限 的 } 的 趋 瀑 子 不 是 主要 的 。 
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太 下 列 对 定理 3 中 情形 "= 2 的 很 简单 的 证 明 可 以 看 出 ， 
在 证 明 各 种 Ramsey 定理 时 那些 超 滤 子 可 能 是 有 刑 的 。 令 U 
EA ERMEE r BA N? = PUP U UP. 对 
Ta€N, 4 At (n G,m) CP), Wxeef Arn AS, 
oA UB. Hn EE AV 属于。 现在， 对 十 
B= {nic 9i), GR N- BiUB2aU…UBs， 故 这 些 集 中 也 
wii, kin D, ATU. iii, Ka € Bi;,， a2 EE BN 
Aft, EBANA ns 等 等 。 对 于 4= (05,01), 
我 们 有 A” Pi 

最 后 ， 我 们 来 说 明 Glazer 的 定理 22 的 证 明 的 概要 。 我 
们 在 8N 上 定义 加 法 ， 

U*V-(AcN:(n EN: A- nEU) V), 
WALU, V EEN AA- n= (a- a € A. a2»). 

通过 一 些 努力 便 可 验证 ，U + V 确实 是 -个 超 滤 子 ， 而 
对 于 这 个 加 法 BN 成 为 一 个 闪 群 。 并 且 ， 这 个 半 群 返 算是 本 
连续 的 ， 即 对 固定 的 PE AN， 由 U->P+U 给 定 的 映射 是 过 
续 的 。 应 用 一 种 算 重 而 又 标准 的 折 扑 论证 ， 我 们 看 出 上 述 性 
MAR BN 有 车 等 元 ， 即 在 在 具有 性 质 P+P=P 的 元 P。 这 
个 P 是 非 主 要 的 ， 这 是 因为 若 {p} EP， 则 {2p} EP+P, i 
(0) EP+P, 

RER 4 EP， 则 依 加 法 的 定义 有 

A* - (CN: A- n€P) EP, 
XH. MRANA, WBA- D A- (aD. CP, 
GAA PRERE RT E ELIT A- Cao SE De PRG. 
X Tfj AEP, 存在 aC ARI Pc A- (0), 使 得 BEP 和 
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a Bc A, 

当然 ， 这 个 超 滤 子 与 N KEREGA K EE, T 
三 何 一 个 非 主要 的 超 滤 革 能 使 我 们 用 一 种 直接 的 方式 找到 单 
色 的 无 展 集 ， 这 个 寡 等 的 国 泪 子 能 使 我 们 找到 一 个 适当 的 无 
限 集 。 令 RN= CUCaU…JUCe 是 将 N 分 解 成 各 颜色 类 的 一 
Ad. ORBE oes. ib fn Ci, 属于 P。 记 
Ai 8C ai CA M ALEP, dodi (ai), Bai 
ACA RARR oz CALA AEP, sc A27 (a). dit 
ai As cA IRAE, R A= ai,as，…} 显 然 有 要 求 的 性 质 ， 
WAGUBELE S. Xca, SG C o 

BURECECGSGE, ERREA ARIS OG IRL Ramsey 
结果 内 构成 整个 理论 的 很 小 一 部 分 : 被 称 为 划分 学 的 无 限 集 
的 Ramsey 理论 是 集 论 的 一 个 基本 的 和 优雅 的 分 支 ， 它 有 大 
Er pan 

虽 分 学 的 基础 大 约 是 在 二 十 多 年 以 前 由 Erdós 和 Rado 
奠定 的 ， 他 们 也 引入 了 在 本 章 中 使 用 的 箭头 记号 ， 用 以 表达 
有 关 大 基数 的 断言 。 g 


[ 练 习 ] 
让 证 明定 理 3 与 Ry Giusy soot AE SL 
《i》 直 接 证 明 ， 


GD AMER 
2. iE 8] R (3,4) = 9, 
3.4) FR VLA rh, ATEA (22, 
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BRuü-—A4I—ERIB, ANRO ED 38. 
不 考虑 顶点 集 为 Zi7( 模 17 整 数 ) 的 
一 个 办, 在 其 中 1 联结 了 当 且 仅 当 i 一 j= 
EIE? ti, REg EHR, D= 


18. 
5. 证 明 : R (3,8) = Ho 
EM, RI ROGA 6. 令 e 是 下 4 的 一 条 边 ， 证 阴 。 
9 的 图 。 r(K'-e,K*)-11 (参看 练习 4) 。 


TARRI 阶 域 GF(16) ALL ARE KI 的 3 一 边 着 
色 ， 在 其 中 ， 边 订 的 颜色 依赖 于 i 一 i 所 属 的 三 次 剩余 的 陪 
f, 证明 ; R343,3,3) = 17。 《必须 检查 该 园 的 定义 是 确定 
的 。》 

8. 确定 STREH Guess ER. 

9. BESEN Hbc.G0O URGE K" 的 边 的 每 个 有一 
着 色 中 可 以 找到 cs(w) 阶 音色 连通 子 图 的 最 大 整数 。 证 明 。 
cim =n (参看 第 [ 章 练习 13) 。 

107 EH: dE L2 BAR, ca (nm) 52; JEn 
ERR ca 00 = 3。[ 提 示 ， 使 用 第 工 章 定理 90 

11,” 证 明 ， 
+1 WẸ ne20nod 4), 


HED 

12.4 dE. r(2K3,K3) 28i fo r(2K9,2K 9) 210, 
15. iE WD. r(C*,C*) = 6, 

14 EMANEZ 060 M up oec Si ru (C, 08,00 
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xh tkt 2o 
15^ ER RH EMO REN GAAN 
理 10) 来 证 明 : 
ra(C CSS. C 一 到 二 OCR。 
16. 考虑 His P5 fa Ha - KO, 证 明 ; 
FOL Ho >minr(H,, Ho 
TAA. 7 
Ws AHVQOHSAHE rna HE, AAAH) = 
i, ME) =j, MEERA EIKER C 
pst qt - min(si,tj) - 2r H,, tH ) ps qt — 
min(si,1j) + C, 
CR. Hm ME K”, kimik, AË K, 比如 说 
B, REAAGIASESARSN, &KRNSEXGU, T 
BN 的 各 边 是 蓝 的 。 参 看 定理 8 的 证 明 。] 
18, i94. (xo xi, sx) CREE SERE M 6 EL o 
X^cod 


， : 
Leili = xoja ofi Dei dxi? - [xo] *) 550, 


19.4 b,c, sp ERL，0 夭 0， 证明， 存在 这 样 的 整数 户 
和 Rt! 的 某 个 一 着 色 ， 使 方程 


1 
Bei- xo) =b 
不 存在 具有 相同 颜色 的 解 ox 
20. 证明 :每 个 Ramsey 集 是 球面 的 。[ 提示; 给 定 一 个 
PREH Eoia n) CR" 旬 在 缂 习 18 中 那样 寻求 (ci 
"184e 


fb, 象 在 练习 19 PERAR RER 的 一 个 kA E. E 
RASA AE EX R 的 一 个 一 着 色 : WERA a]? 
的 颜色 。] 

21. 4 [00 是 具有 下 耐性 质 的 最 小 整数 NS REX E 
平面 上 没有 三 点 共 线 的 N 个 点 的 一 个 集 ， 瑟 就 包含 构成 
Bina ne. DR ATEA [ROG 
4)。 你 能 给 出 了 (5) 的 更 好 的 田 吗 ? 

22. 令 S 是 平面 上 的 一 个 无 限 点 集 ， 证明 ; 存在 这 样 的 
无 限 集 4， 使 得 或 4 包含 在 一 条 直线 上 ， 或 4 中 没有 三 点 
ETT . 

23. 证 明 ，R,(8,3…)3) Lekt + lo 

24. 由 练习 23 导出 下 面 的 Schur 定理 ， 如 果 把 不 超过 
eki 的 所 有 自然 数 必 分 成 上 类 ， 风 分 程 x+y=z 在 这 此 类 
的 至 少 一 类 中 可 解 。 

25. 证 明 ; 存在 自然 数 的 一 个 无 恨 集 ， 使 其 中 任何 两 个 
元 来 之 和 有 偶数 个 素 因 子 。 

26.+ EM: PERR R BRIA nias, HE 


如 果 LUK L ELin HI. HÉEAGEISERS 
8 


7 有 奇数 个 素 因 子 。 

27. 定义 一 仿 图 ， 宅 有 顶点 集 CI, NIY, Racib 5 
be ER: 这 个 图 不 包含 三 角形 且 宪 的 色 数 同 入 一 起 的 向 
TEF. (SAPTEA ID. 


+ HUER 4CS.— Eit. 
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28. 令 g: CO ga 0,7, 4 CO. 都 是 有 界 实 函 数 ， 并 令 
[00 €3X—43X83. 0c OA EIEW Kg 3 fO- 
Ien, max tgi (2) - gi OD > aS. f(x) 是 有 界 


的 。 


基本 Ramsey EFF. P Ramsey, On a problem of formal Logic, 
Proc Lond , Math Soc, (2)30(1930)264—286 5I 4,1 c 8 IET V .Chvatal, 
P.Erdos and J Spencer, TJAET iml, S.A. Burr, Generalized Ra. m 
sey theory for grapbs— a survey in Graphs and Comhinatorics (R 
Bari and F,larary, eds), Bpringer—— Verlag, 1974, pp. 52—15. 3T 
Nesetril 和 Rodl 的 某 些 深刻 结果 ,其 中 之 一 大 定 埋 9 REUS T Nested an 
V,Rodl,The Ramsey property for graphs with forbidden mubgraphs, 
J.Combinaterial Theory Ser,B, 20(1916)248—149, 0 Partitiong of fin 
te relational and set systema J Combinatorial Theory Ser, A 22(1917 
280—315 

$« EDLA Ramsey 结果 可 在 下 文中 找到 ，P.Erdia，R.L.Grahamy 
B,L Rothschild, J, Spencer and E,G, Btraes, Euclidean Ramsey theod 
em&, I, J Combinatorial Theory Ser, A14(1973)344— 383, 定理 15 见于 
A Hales and R l Jewctt, Regalarity and positional games, Trans, A- 
mer Math Soc, 106(1963)222 — 229. Rota 狂想 的 证 明 见 R,L.Graha ma 
B,L.Rothsehild, Ramsey's theorem for n— parameter gets, Trans, 
Amer, Math Soc, 159(1911)257 —-292, X P Ramsey ERAI R, Lr 
Graham,K.Leeb 2nd B.L Rothschild, Ramsey's thtorem fora class of 
eategories, Ady, ie Math, 8(1972) 417—433 (RR, IEA] 10 (1973) 326 一 
327) „Van der Waerden'a IILI B,L.van den Waerder, Beweis cin 


er Baudetechen Vermrtung,Ni 


uw Aichief voor Wiskunde 15(1921)212— 
215， 我 们 给 出 的 简单 证 明 出 让 R.L Gahan andB,L.Rothsehild, ^ sho- 
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rt proof of van der Waerden'g theorem on arithmetio progressions ,P 
106, Amer, Math Soe, 42(1974)385—386, 

te Ss KEREM Rado SE SELLE] R Rado,Btudien xur Komhinatorik, 
Math Zeiteehrift 35(1955)424—480. 

S4 中 前 丙 的 几 个 结果 见于 卫 .Gelvin and. K.Prikry ,Borel sets and Rz- 
mgey'g theorem,J Symbolic logic 38(1973)193—198, Glazer 对 Elindm- 
an JEEHÜIESHU W.W, Comfort, Ultrafilers, some old and some new 
results, Bull, Amer Math Boc, 833( 1077 417—455. 

#315 R E,Greenvood and A.M Gleason, Combinntorial rela- 
tions and chromatic graphs, Canad,J. Math, (1955) 1—7, 43] 8 在 也. 


Galvin 的 一 个 注 中 ,而 Sohur RRIT) M J Bihar, Uber die Kongr- 
veng X" ym g"(modp),Jahr Deutch, Math. Ver .25(1916)114—116, 


Bu 


第 这 随机 图 


“给 出 Ramsey St RCs,s) 的 一 个 ‘好 ' 下界 ， 即 证 明 ， 
存在 这 样 的 大 阶 图 ， 此 图 和 它 的 补 都 不 包含 KK:” 。 “证 明 ， 
HFEA ARN, 存在 一 个 不 包含 三 角形 的 & 一 一 色 图 ”。 
我 们 不 久 就 会 认识 到 ， 象 这 些 问题 看 来 所 要 求 的 各 种 构造 是 
不 容易 得 到 的 。 以 后 我 们 要 证 明 ， 对 于 每 个 k， 都 存在 具有 
后 一 性 质 的 图 ， 但 是 ， 弃 便 对 于 ~4, 我 们 的 图 至 少 要 有 
2? 个 顶点 ， 本 书 不 包括 这 样 图 的 图 形 。 事 实 上 ， 本 章 的 目 
的 是 证 明 ， 为 了 解决 这 些 问题 ， 我 们 机 以 使 用 概 疾 方法 来 表 
明 这 样 的 图 的 存在 性 而 不 是 要 实际 构造 它们 。 应 该 注意 ， 
我 们 仅仅 为 了 方便 而 使 用 概率 论 的 语言 ， 因 为 我 们 党 要 的 全 
部 概率 论证 可 以 用 计数 各 种 集合 中 对 象 的 数目 的 方法 来 代 
AS 这 一 现象 不 限于 图 论 和 组 合 学 ,在 最 近 一 、 二 十 年 
中 ， 概 率 方法 已 经 极 成 荔 地 应 用 陡 窜 里 叶 分 析 、 函 数 空间 理 
论 、 数 论 、 巴 拿 哈 空 间 几 何等 等 ， 但 是 ， 没 有 任何 一 个 领 战 
比 在 组 合 学 中 使 用 概率 或 计数 》 方 法 更 白 然 了 。 

在 大 多 数 情形 ， 我 们 使 用 两 个 密切 相关 的 概率 模型 中 的 
一 个 。 我 们 从 有 区 别 的 《所 标记 的 》 一 些 巴 点 的 一 个 网 定 的 
集合 开始 ， 然 后 ， 或 者 以 某 个 概率 pC0<p<1) 选取 每 ~- 条 
边 ， 并 且 每 一 条 边 的 选取 独立 于 其 它 边 的 选取 ， 战 者 ， 我 们 
取 所 有 的 # 阶 各 级 的 图 ， 拒 它们 作为 概率 空间 中 的 点 ， 
这 些 点 有 具有 等 概率 。 在 第 -种 情形 ,我 们 用 四 Cn,P(edge) = 
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六 卜 示 概率 空间 ， 在 第 一 种 情形 ， 我 们 用 D, M KRR 
弟 空 间 。 泊 然 ， 在 更 复杂 的 模型 中 ， 我 们 将 从 进 的 儿 个 不 由 
交 的 子 集中 。 选 到 具有 -一些 给 定 概 容 的 边 。 

在 头 再 节 中 ， 我 们 将 会 看 人 到， 在 试 疼 解决 包括 上 面 提 到 
的 一 些 问 题 的 有 关 图 的 直拨 的 问题 时 ， 随 机 图 可 以 是 一 种 有 
力 的 工具 , 状 且 ,随机 图 本 身 也 是 很 令 人 古 兴 趣 的 。 一 个 随机 
IS TELE EXE pk M 增加 时 ， 随 普 所 得 到 的 边 越 米 起 多 
而 发 展 起 来 的 一 个 组 织 ， 一 个 给 定 的 性 质 可 能 在 某 个 发 展 阶 
段 突然 轴 现 ， 这 是 使 人 郑 迷 而 叉 相当 局 人 的 ， 在 最 后 两 节 
中 ， 我 们 介绍 这 一 现象 的 一 些 例子 。 

$1 完 人 至 子 图 和 Ramscy 数 
一 一 期 望 的 应 用 


O An NAEMEAARK, 0SM<N =(3)。 我 们 党 虑 具 
TIBUS AL - {1,2,…, 引 的 所 有 M RARR N =D, M), 
BA, 有 (名 个 元 素 ， 特 别 最， 如 果 M =0, 则 Q «(E"), 
WRM=N=C), W2-{K') GRIS M 表示 边 数 ， 

是 为 了 强调 M 以 比 "高 前 阶 趋向 于 无 穷 。 我 们 不 能 使 用 e， 

是 因为 自然 对 数 的 底 将 在 许多 公式 中 出 现 。) 为 了 方便 起 
见 ， 我 们 把 只 和希 作 一 个 概率 空间 ， 在 其 中 ， 各 个 点 ( 那 图) 

有 等 概率 1/| 吕 1， 这 时 ， 所 有 图 不 变量 都 看 作 大 2 上 的 随 
机 变量 ， 困 此， 我 们 可 以 讨论 它们 前 期 望 值 、 标 准 差 ， 等 
等 。 在 计算 中 ， 我 们 常常 使 用 二 项 式 系数 的 各 种 估计 ， 为 方 
合 起 匈 ， 现 在 把 它们 列 出 来 。 首 先 加 忆 斯 特 林 公式 
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"N 
" -(2) vam emt, [on 


此 处 e oC, s, Fr dE o RII E B. Tg gp, KU 
0<xz<x e yo 和 xbo<o， 是 用 展开 二 项 式 系数 和 应 用 斯 
特 林 公式 (1) 得 到 的 。 


有 (< 人 < 


G«GhY (G) «C^ e 
Gg YGa yde X9 


«(yt (ŁY -o doa; ee 
< 6 o) <e i 。 (3) 


作为 在 图 论 中 使 用 概率 语言 的 第 一 个 实例 ,我们 给 出 
Ramsey 数 RCs,f) 的 一 个 下 界 ， 这 个 下 界 基 于 有 给 定 的 阶 
的 完全 子 图 数 昌 的 期 望 值 ， 对 于 GEQ， 用 XX,= Xs(G) x 
示 在 @G dC 子 图 的 数目 ， 于 是 天 ,是 概率 空间 O2 Lagu 
值 随机 变量 。 


定理 1， 包含 在 图 CEQ = 中 (ojM) 中 的 天 * 子 图 的 数 
且 的 期 望 值 是 
"Que 


EQ - CX; (S E 


im. 我 们 已 经 注意 到 ，|91= ( 2)。 
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为 了 计算 在 GEA pm KTISBKHIAHBI, RME X 
ESTE EEATIE K, HAGEN 的 数目 。 


MRK cG, M G 的 各 边 中 有 (5) 条 被 确定 《 即 在 KK 中 
的 边 ) ， 而 剩 下 的 M - n A N -(2)- ()- (5) 
条 边 的 集中 选取 ， 这 样 ， 有 
c- 6) 
m- 全 
AUGEN UAK. . RANT K TECT Aa Maa 
EGEN qii K^ FERI A BERR 


定理 2。 MRs, t>3, W 


RG, D>exp{ ERED, 
特别 是 
RG, s) ete, 
证 明 ， 首 先 注意 ， G-G-DKUU RES KK. 而 它 
WI KC iO- DRES K', Mk RGD»G-00-D1, 
因此 我 们 可 以 假设 


n= [exp QD 


ses P H»o-ne-0«1i 


故 特别 有 :8<s<:。 
r3 
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PEE | WaN t y 
M= S SAIS MA iN, 


JRE cti n DAM do Kn Ta it dC d Res E 
是 在 这 祥 图 揭 补 中 〈 即 在 图 GO, M^ 中 ) K' Td 的 期 望 
值 。 我 们 使 用 不 等 式 (2? 和 (3) 来 估计 定理 1 中 给 出 ELI 
dex, esl 


logE stlogi 17 logo — ^ sey D 
-D Qul - 

< 20s P) t*ti-sCogs D<- 3. 

同样 有 | 

logEscKlogs & 1- log). 3. kens 
0-1) __ iQ- - _ 
nini) den *icidont-p 
i-1 oí 
sn-i ^i 


Bib, Ee 可 <1， 故 存在 图 GEO, ERUR K', EB 
CES IK, Wi, RGDon, FERNER. O 


显然 ， 对 于 s=3 和 大 的 1， 定理 2 给 出 的 界 是 很 不 好 
的 。 在 $2 中 ， 我 们 将 概要 地 灸 壕 上 面 证 骨 的 更 精细 的 变 
形 ， 它 给 出 RC3,1) 的 一 个 好 得 多 的 蜡 ， 但 是 ， 我 们 先 使 用 
直接 论证 的 方法 来 获得 Zarankiewicz 问题 中 的 下 界 参看 
第 你 章 中 的 定理 8 和 10) 。 
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定理 3， 令 2<s<ri2St<raa -GDAGL-D 和 
BsQ-D/G- D, WERN 
1 N 


i 一 
Ul a 


BRR C. m0, EUR KG. (第 一 类 有 s 个 项 
点 而 第 一 类 有 上 个 项 点) o 
Ep: 令 

n-n th, 

V, -(5,2,7,m]), 

Vicz(mo kd, motis +n}, 

E={ij: i€Vi, j€Vi), 

M eL nr "nr f Je 
ROLERO = O0, ME), "(o etm, 
xci RUN UL SV LUVS. dE E tpe M em de 
ERAL. 注意， 这 不 是 前 面 各 定理 中 沽 说 的 概率 空 
闻 )。 包 含 在 图 GE 中 的 KK(s, 们 子 图 的 期 望 信和 是 

«CD C OB (RD 
因为 第 一 个 因子 是 KG D BUM 3691 A V 0 C 
目 ， 第 二 个 因子 是 第 二 类 可 以 被 选取 的 方法 的 数目 ， 而 且 因 


Hp KG, st AB, REO, RMA 


-l onum (Ar. lm pt 
EnS an uus Suh "ow 


这 样 ， 存 在 图 C。E4， 它 包含 的 完全 二 部 图 天 (sD 少 于 
A/IE i7? 4s MG. PHRA KG, D HNR A 
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边 ， 记 得 到 的 图 C - Con, m) EOR 


- - 1 . - 
Un" nyl- st np" np^m 
i Ll. TI 
iG sif J n^) 口 
A38 opt ir KOD. 


用 美 做 的 方法 ， 我 们 可 以 构造 一 个 阶 各 为 级 ， 
1 1 rt 
(su mmm 


ERUR KG, (参看 练习 D, 

实践 表明 ， 用 随机 图 的 方法 得 到 的 答案 与 最 好 的 可 能 的 
答案 通常 差 一 个 因子 2。 例 如 ， 兄 机 图 给 出 Res) >", 
Wig HEAR RCs,s) 的 实际 值 是 在 2: 附近 。 同 样 ， 我 们 认为 。 
存在 具有 catt “条 边 且 不 包含 KG,) 的 #4 阶 图 ， 此 处 < 
EURT WERA MEIA KH E EA ont g 
边 ， 然 而 ， 在 这 两 种 情形 中 随机 图 都 给 出 己 知 的 最 好 的 下 
界 。 


$2 围 长 和 色 数 一 一 改造 随 机 图 


当 寻 求 具有 某 种 性 质 的 图 时 ， 有 时 ， 我 们 把 图 的 一 个 集 
变 成 一 个 概率 空间 ， 并 希望 在 该 空间 中 的 大 部 分 图 有 所 要 求 
的 性 质 ， 如 果 不 这 样 也 不 要 紧 ， 因 为 我 们 可 以 把 图 稍 如 改 
变 ， 使 其 具有 要 求 的 那 利 性 质 。 我 们 将 用 一 个 很 简单 的 例子 
来 说 明 这 一 点 。 整 个 这 一 节 ， 我 们 讨论 到 点 集 为 有 + 个 可 区 
别 芍 顶 点 的 一 个 固定 的 集 而 级 为 M 的 全 部 图 组 成 的 粮 素 空 
BO 


ÈQ - 4G, M». 


定理 4. 给 定 自 然 数 sid g>, PEREBA 
的 -个 图 ， 它 的 最 小 度 至 少 为 5S， 而 围 长 至 少 为 g。 

证 明 : RO - DO, MD, Iib n- Q5) IM =n JUI 
ZORRA G EKA WARAH, 这样 ，Z1 是 空间 名 
-LRUERPLAESE. Zi 的 期 望 值 皮 (2,) 等 于 什么 ? des LB BRI 
C. 确定 包 合 比 圈 的 图 G PHIR, GEAR M LA I 


DAA) =N- RUR Re BNAF C。 的 顶 
点 集 有 (9 种 取 法 ， 而 给 定 了 顶点 集 ，C。 ild-D: 种 取 
EZo-id-» (y < 

1 MY 
iQ. 
在 上 面 的 不 等 式 中 ， S Ta-N, eM, x-ifly-o, R 
们 应 用 了 (3) 式 ,对 了 求 和 ， 我 们 求 得 。 
M oio 
BEDD- [2] «Xo». 
Mik, PER GEG on, CURKE SS o-18 BUR 
多 4 一 1 个 。 因此， 从 长 至 多 为 g-1 的 每 个 图 中 删除 一 条 
边 ， 我 们 得 到 一 个 = 阶 和 M>- Da ALII H, BEN 


章 中 简单 的 练习 11 我 们 知道 ， 妃 包含 最 小 度 至 少 为 6 前 
图 。 
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而 的 结果 解决 了 本章 引言 中 提出 的 第 二 个 问题 。 


定理 5。 给 定 自然 数 GL o2 TERA IAR 
为 可 ?+ 四 的 一 个 一色 图 。 
WEB. A=, M), Hbn-A' HM hn. 然后 
SERRE SE ES, Ho 
BEZLI oec e. 


jg f 2 GU» 并 用 OQ. desk O v GU ERO 35 个 长 小 于 
g MW Eng 6. WERU CERIS UI ICSIAURARA, Soft 
$0, di 


POR. 


ME, iB p-/b)*tektrt- 130 8 GF HE O2. M 
RE POI, MEO. 是 满足 下 列 条件 的 图 G 的 集 : G HE 
意 捕 个 闫 点 导出 的 子 图 中 含有 的 边 的 条 数 多 于 3f 条 ,显然 。 
EQ, 中 的 图 郁 不 是 (一 1) 一 可 着 色 的 ， 并 且 我 们 删 去 它 们 
的 边 中 药 任 何 3/ 条 ， 仍 不 能 用 (- 1) 种 颜色 对 它们 着 色 。 
为 了 估计 PON. RIDERE fz 和 Ts CO (9M IS P2 是 在 
IRRA G 的 了 条 过 的 标点 的 pR A E R pA Ti 


AgAen (7 JER IRE AH EU Ld d 
取 法 有 


种 ， 而 其 余 的 用 一 1 条 边 的 取 法 有 
cm 
M-il) 
种 ， 这 样 
in MN PNAN {PWN 
ED- 人 OED P 
应 用 (3) 并 对 1 求 和 ， 我 们 求 得 . 
Xsaso« (tt y (ry ept- 
P EÉRBUNIC 


MA )«Utet i pllexp( — kno 


布 得 的 对 数 至 多 为 
ue eaa doct logn- ens - E 
Bt. 
3f 1 
BEV es 
W 
uoo: 
RU 


PRAD L, 
SEDE 


HAR HCR INQ: 可 用 很 简单 的 方式 加 以 收 造 ， 以 提 
供 - 个 具有 所要 求 的 性 质 的 图 。 事 实 上 上， 因为 及 E81, È 
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包含 最 多 3f 个 长 小 于 的 圈 。 令 下 是 由 H 删除 3f 条 边 而 
得 到 的 图， 而 且 G 中 每 个 长 小 于 g 的 图 至 少 删 去 一 条 边 ， 

W Fi gg BUS H€O., 此 图 下 不 包含 p= 
《nfk) £14 LT S, MUXCP) SR, 令 CG 是 一 个 图 Ce 利 
F 的 一 个 & 一 色 子 图 的 不 相交 并 。 


TE S 1 中 我 们 约定 要 叙述 出 忆 rdos 给 出 的 Ramsey 数 
有 (3, 旭 的 一 个 下 界 的 证 明 的 概要 。 这 个 概要 是 相当 粗 楼 的 ， 
因为 这 个 证 明 的 细节 有 些 专门 化 而 很 繁杂 ， 


定理 8。 存在 一 个 常数 c>0， 使 对 于 每 个 1 之 2 有 


: 
Ra Ded cL.) 。 


只 要 证 明 ， 存 在 这 样 一 个 《大 的 ) 正常 数 4， 对 于 每 个 
n, 都 存在 没有 二 角形 也 没有 Le logn] 个 独立 顶点 的 图 
G's 事实 上 很 容易 验证 ， 如 果 存 在 这 样 的 常数 ， 则 c= 


L 471 将 满足 定理 中 的 不 等 式 。 


为 了 证 明 4 的 存在 ， 我 们 选取 一 个 常数 BD, HHE 
概率 空间 O=O, M), WEM = LB77 w^ 4, IG CO, 
4 E* 是 把 它们 敬 氛 之 岳 破 坏 G 中 的 每 个 三 角形 的 边 的 极 
DE. WMR H sG- E* 包含 p=LBr ?logn1 个 独立 顶点 的 
SW, W CC 静 ] 的 每 条 边 也 必 包 食 在 G 的 一 个 三 角形 中 ， 
这 个 三 角形 的 第 三 全 顶点 在 N 之 外 。 我 们 可 以 征明 ， 如 果 
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如 和 都 充分 大 , 比如 说 BB。 和 wn。 则 大 部 分 图 
GEG 不 包含 这 样 的 集 WA, PR. Am Bons 有 所 要 求 的 性 


质 。 


$3 几乎 所 有 图 的 简单 性 质 一 一 
概率 的 基本 应 用 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 引进 并 研究 模型 Oa, Pledge) = 
如 ,这 个 异型 中 的 每 个 图 的 各 条 边 都 基 独 立 她 并 以 相同 的 概 
R PERR, OCP] XH, Xm, pledge) = 六 由 以 一 个 
辐 定 的 具有 ?个 有 区 别 的 顶点 作为 顶点 集 的 全 部 图 组 成 ， 而 
一 个 具有 姑 条 边 的 图 前 概率 是 pra, 此 处 9g=1~ p, far 
JW. N-(L) REB o 是 给 定 的 一 对 可 点 不 被 联结 的 概率 ， 
AN 是 最 大 可 能 的 边 数 。 在 前 一 节 中 我 们 已 经 看 到， 知道 
懂 型 中 的 大 部 分 图 都 具有 某 种 性 质 是 多 么 有 用 。 现 在 ， 我 从 
将 进一步 讨论 几乎 所 有 的 图 所 共有 的 性 质 ， 令 吕 。 是 所 有 
阶 图 组 成 的 一 个 概 卓 空间 ， 给 定 一 个 性 质 Q@， 如 果 m-ree: 
Hp, PG CQ. G 有 Q) 一 1， 我 们 就 说 几乎 每 个 (c,e) 图 都 
有 性 质 Q。 在 这 一 节 中 。 我 们 总 是 取 人 =D(n,Pledge) = 
P), Kb OLDI 可 能 依赖 于 ne 

我 们 首先 假设 ，0<<p<1 EI ERU, MI p cB Pn 
的 。 

在 许多 简单 的 性 质 对 于 DG, Pledge) = pil) a.e. 图 
成 立 。 例如， 如 时 吾 是 任 一 因 定 的 图 ， 则 ace, 图 GE 中 
Gi, PCedge) = DER HIERTA ERE WRH] = 
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#， 则 由 给 定 的 上 个 顶点 的 ~ 个 集 生成 的 同 构 于 五 的 @ 的 
子 图 的 概率 是 正 的 ， 设 为 *>0。 亲 为 上 (G) 包 含 Lz/ 各 个 出 
贡 点 组 成 的 开 不 相交 的 子 集 ， 其 中 每 个 子 集 各 有 产 个 顶点 ， 
G fü (E LAE ICE EL BOR URP H 的 概率 是 (1- 亲 ” ， 当 
Yeco 时 ， 它 趋 于 0。 下 而 的 定理 是 上 述 结论 的 加 强 形式 。 


定理 7、 令 Ak 是 两 个 固定 的 自 热 数 ， 并 令 a 
I 也 是 固定 的 ， 则 在 (xn, PCedge) =p) a.e, H G ARRE 
TFI, RET: 个 项 点 的 每 一 个 序列 nsn, AERE 
在 一 个 顶点 x， 使 如果 IKK, Wb xx. EEG MERL 
PER, Wb xx, EEG 

证 明 ， 令 “xs，…yxs BERDEA, MACEW = 
VOD) - 05,2 nx GR BPRGRIG TE FUR CREAR: pgs 
因为 。 对 于 xy €W, xy, xxi 的 选取 是 独立 于 边 yx， 
的 选取 的 ， 对 于 这 个 特定 的 序列 ， 找 不 到 定理 中 要 求 的 顶点 
X 的 概率 是 (1- phq' 09 4。 因 为 对 于 序列 xiyzswyxs 有 有 
f(n-1)-O- b 198b GE. FERTA EMERE x t 
序列 xx …xx 的 概率 至 多 为 

De 
REA, CU noB], e—0. 口 


依据 Gaifman 的 有 关 一 阶 语句 的 一 个 结果 ， 定理 7 范 
Rr 对 于 固定 的 0<p<1， 关 于 图 的 每 个 一 阶 诸 旬 ， 或 对 于 
Qn, pCedge) = ph ae ARE, 或 对 a.e, 图 为 假 。 这 个 
结果 看 起 来 似乎 相当 复杂 ， 实 际 上 ， 它 比 往 单 的 定理 7 H, 
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因为 ， 给 定 任何 一 险 语 句 ， 定 理 7 能 使 我 们 直接 推断 ， 一 个 
语句 是 对 4.e. 图 成 立 ， 还 是 对 4.e. 图 不 成 立 。 特 别 是 ， 对 
于 一 个 固定 的 pb，0< p1, ATRE DG, pledge) = 加 的 
下 列 各 命题 都 是 定理 7 的 直接 结果 。 

4 对 于 固定 的 整数 &，a.e. 图 都 是 & 一 连通 的 。 

2.0.0, 图 有 直径 2。 

3, 给 定 图 厅 ,a,e, 图 侣 都 满足 下 列 条 件 的 ,如 果 PG 
间 构 于 五 的 子 图 严 ， 则 存在 一 个 同 构 于 H 的 图 H. iE 
F.cCH,cG, 

RAR iPATTAB PCR JCOR p ARTE MR, 
因为 它们 是 关于 顶点 的 大 子 集 的 。“ 对 于 给 定 的 60, ae, 


BIA C- DLE 条 边 且 至 多 有 二 (p+ em Sa. A 
平 没 有 图 能 用 n^ RUE" V “a。e, 风 都 包含 logn)/ 


dog41/7)) 阶 完全 图 ”。 “AEDO aue MERI G- 


5)4 一 一 连通 的 ”。 这 些 命题 对 十 固定 的 » ou XC Se f. dn 
是 窑 易 证 明 〈 参 看 练习 8 一 11)， 它 们 中 没有 一 个 是 一 阶 话 
fida 

ME, RIRH PKI 并 依赖 于 #， E95 nont, 
pn'»coRE pn oo, ER WE RAN D, Pledge) = 


Do dn. RINEN =(7), tT Moos N, 用 gw 天 


x 

ROMPERE. BR O= U Ou T Ou chm ox 
x 

在 外 ln,M) 中 和 在 四 (ns,Pledge) = 门 中 都 有 相等 的 概率 。 
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我 们 将 证 明 ， 当 慎 在 PN《 即 日 中 的 岁 的 边 数 的 期 户 
ID ENER, RN OG. MOM Q - OQ, pledge) = M 是 很 
接近 的 。 
把 名 ;中 的 概率 写作 p， 我 们 看 出 
P (F pg 
内 此 ， 


Pu N-M yw 
RAM, POQ/PCQu Bl M 递增 ,而且 对 于 满足 条 件 
pN-VEM pN 11835 4- M, POW 3k 3] EI d 3E 
B, WROCI Hon JE EAE IU. DU PRO i nook, 
pn 一 co， 当 村 之 (1~e)pN W, 有 

Fay ace 
T3 MOON 时 ， 有 


P(Qu) - 
Pidpay 01979 
jig N,-Las«opN Wn N..-CO-opN], 出 这 些 不 等 式 
RIAH, dE O pH ace FERE NL SeN.. MIS 
nc M. d 


^. 
zfU av n. [2 


(4) S SAP ab s PERNA y eC E. dE T 
一 个 0<a< ERTO AU Ede X. 


PQ M1 q a 


(2 


* Uo)». E 


HE, OMOR: 如果 Qc OW f pnmo, 
POH, WH FAEN emo, FEM MM. EA- 
DPNEM spNXM.xOH0pN, HH noci, df 
iy, enl 
lu, 
MEG CGCG: MG, GEQ 蕴含 GEQ*， 我 们 称 
A OTA 是 凸 的 ， 图 的 凸 性 质 可 类 似 地 定义 。 容 易 看 出， 
HTAR O, XERADA A: MEM SMSEM. SEI 
Æ, MEM eLpN], Watt, A 
IQuN 0*| 
[T 
我 们 把 上 述 的 扬言 重新 表述 为 一 个 定理 , 它 有 关于 模型 n, 
Pledge) = pfi di, MY BIBHOR. 


—1Gz1, 2). (G4 


>l. (» 


EEB 40 b-p00«1 iK B. ino coll, pito 
MO- ponto, e Q 是 图 的 一 个 性 质 。 

(ES £0 是 固定 的 ， 并 且 当 G-opNCMcO 
VAN Bh, dk Dos M) piae, ARH Q WIED 
Pledge) = p RIS ae RAH Q 

GD A08 Q 是 西 性 质 且 在 D oi, Pledgey =p) 中 的 a, 
ABH O, WE PLN DRR ee MRN D 
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$4 几乎 确定 的 变量 一 一 方差 的 应 用 


AE XXQoERO-O0,M) R O = ® in, Pledge) = 
D EÉ- TEMERE, GELOX 的 期 望 至 多 荐 oa， 则 允 
VÉ 
PO m I1, 


Bi, mE X 的 期 望 很 小 ， 则 对 于 大 部 分 图 来 说 卫 很 小 。 
这 个 简单 的 事实 已 经 在 前 两 节 中 反复 使 用 过 ， 但 是 ， 如 果 我 
MEEN, HF O 中 的 儿 乎 每 个 图 羡 很 大 或 非 零 ， 则 期 户 
值 本 身 很 难 帮 助 我 们 ， 因 此 ， 我 们 必须 试用 一 个 稍微 复杂 一 
HETH P, RIRET Ades Ub, WME us EOO 
dà X E, nl 

Var(X) «à? (X) = EUX -ph = EX?) -nr 
AX HAREM o =0(X)>0 是 标准 垄 ， 切 比 雪夫 不 等 式 ( 它 
出 营 本 原理 直接 得 册 ) 表明 ， 如 果 >, 


2 


PqX-giz0& 7, 


A RUE, WROL Rl 
POCO PX amb, 


à 
ik PX-0«.. (8) 
E 


XERITEBRS—EBETT, X-XXODgküudTeR 

SU -(PGPu IG BIS dp NP NH, x mv 

WREKE ni IEDR Pe Y HG dift y IP 
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点 集 ， 则 显然 有 
EXD= E P (GARFE MEY, 9 


anm 
Wok EXEBURATHEXECOF" Fog. PU KIEW, 

在 这 一 节 中 ， 我 们 将 考 砌 空间 只 = 中 (rp，P(edge) = 
力 ， 此 处 0<p<1 是 固定 的 ， 我 付 知道， 这 个 空间 接近 于 
On, M), EE M -Lpn* /2), nit ERI GEB IUS, 
它们 不 第 接 的 概率 记 作 9=1- po Hh I RC aco, 
一 项 被 fm) 除 的 窗 是 有 办 的 ， 则 我 们 用 Landau it t 
OG (nm)) 表 示 这 一 项 ， 国 样 ， 如 果 当 #->oo 时 ， 一 项 被 fm) 
除 的 商 趋向 于 0, 则 用 o Cf ts) ) 表 示 这 一 项 。 这 样 , O01) 是 有 
OW, W oD 是 趋 于 0 的 项 。 

我 们 前 目标 是 使 用 方差 来 证 明 ， 某 些 网 不 变量 在 我 们 的 
BU Di, Pledge) = p) 中 是 几乎 确定 的 。 第 一 个 定理 是 有 
关 最 大 度 的 ,在 它 的 证 明 中 ,我 们 将 使 用 经 典 的 De Moivre- 
Laplace 定理 前 一 种 特殊 情形 ， 这 个 定理 是 关于 用 正 态 分 布 
各 近 二 项 式 分 布 的 。 令 0<c=cGD =O(G) 并 记 d(e) = 


Lpa +e(Cpqnlogn) $], 假设 x*(c) =c dogn)" —oo, fJ 


+ 1 t- 
E (Qeec-aesanzas h], ezdu 


[2r m 


= 0000) Qxc'logn) 1 *n77 /2, ae 
tH. 


A 
5 foe = 0-000) Gar pi ™? 


£e. 
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n e? duc (0e 0()) Gr pgchulogn 7C" n°? 


2 
-o(q 7 T av 


定理 9， MROPE Wu LE e Q -0 a, 
Pledge) = pi up fi BU RA HE 
i 


pn (2 panlogn)"? ro(nlogn?. 
证 明 ， 令 0030 X. - X AORERE EP dle) = 
Lon cCpqnlogn)* JST GRE, MRC 
us EO eE (se 
= (o0) Gxc*logn) V gi tn 
各 


ECX < 下 (KE tan DD 


i 
Eta Een 


ki-1 


(072 Na si, 222 n 


*oODac. 
TE E CX o He, xi 


GE d) Yh ma gan-t- ky 


是 下 烈 事件 的 概率 ， 给 定 顶点 4,5EG,a 夺 b, 顶 点 6 联 绪 于 
FG) - {65,5} 中 的 8 一 1 个 顶点 ， 而 硕 点 48 联结 于 VV(G) - 
(a,b) pf ka -1 个 项 点。 
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W uz 


现在 ,如果 c=V 2 e, 此 处 0<e< h, 


oO, W EX?) =oD tets 而 go? GG 20, 
因此 ， 依 据 C8? 有 
P(X。=0) =0(1)。 
所 以 几乎 可 以 胃 定 G 有 -个 顶点 ， 其 度 至 少 为 
pnt (7 2 - e) pqnlogn) " > 
男 一 方面 ， 如 果 c= g +e, c0, W 
H=’) 
Wk 
PLZ s00) o 


上 面 的 结果 有 一 个 有 趣 的 推论 。 
推论 0。 如 果 <LI MeV 3/2, MED, 
P(edge) = 轨 中 几乎 没有 图 有 两 个 等 度 顶 点 ， 使 其 度 至 少 为 
d(c) =L pn c(pqulogin "* T. 
证 明 ， 存在 两 个 这 样 顶点 的 概率 至 多 为 
A /n- -ign lu}? 
2i iiy q } , 
而 依据 (11)， 它 是 0(1)。 i o 


综合 定理 9 和 推论 10， 我 们 看 出 ，e.e, 图 有 唯一 的 一 
A KCKHEBI 
AFEA, ROREM p 随 # 变化 的 情形 。 如 


E 
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INA BR RZ 

说 函数 590 A R T FEQ S — P EIE NC. 4 
vl DG, Pledge = 如 中 AMARRA Q 的 概 
PE. BPPCRIG fefe SER Ede — BE VLEL ERE, WERE 
得 战 来 越 多 的 边 的 过 程 中 ， 该 性 质 峙 现 得 相当 突然 在 这 一 
生 中 ,我 们 证 明 有 关 姜 函数 的 一 个 基本 结果 ,在 下 一 节 中 ， 我 
们 将 给 出 一 个 非常 妊 的 结果 ， 妈 哈密 琥 性 有 一 个 强 闫 冶 
xr, 


k 
2 


样 的 岛 ， 其 平均 度 不 小 于 它 的 任何 子 图 的 平均 度 ， 则 2 和 
AO POM PE, E pn* —0, WE DP ledge) = 
如 中 凡 平 没有 图 包含 PF， MÆ pu" >o, 则 几乎 每 个 图 
AGE P. 

WEB G payt, OKP, X eX OD JR 
E GEP, Pledge = 名 中 同 构 于 已 的 子 图 的 数目 ， 用 kr 
表示 具有 固定 的 个 标 了 号 的 硕 点 的 集合 并 司 构 于 五 的 图 
HREH. BR, krack, FE, 


4 
nz = EXR) = (sp 用 人 -区 
k 


定理 11。 Akr k-1<i<($), SF-C, 是 这 


T Gin 8) = yi 
故 当 p30 时 ，E(X) 一 0， 这 就 证 明了 第 一 个 断 容 。 


TRES EXM RU] 14 作出 ， 一 校注 、 
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现在 ， 当 了 很 人 时 ， 我 们 来 合计 开 的 方 关注 意 ， 在 
在 常数 e m0, MS y di 
urci yo a2) 
依据 (9) ， 我 们 必须 估计 包含 两 个 固定 的 问 构 于 下 的 子 
向 六 和 ”的 概率 。 沁 
A= DPC 包含 Fr 和 FF)， 


此 处 并; 意味 着 ， 求 和 是 对 其 有 s 个 公共 顶点 的 一 切 对 ( 严 …， 


PUER HU. SEPAN 

A. 
FH, des APR Re HR, PAISUD IR XE, 内 
A, MW HEPUEBGE. RE, WOO FUÉ STi A 
其 标点 的 P' HORE, RIEM, 对 于 某 两 个 常数 c; 和 ca， 
有 有 

,re 


tatajk 


ES cm (pat tt 
PI 
Som ty cay lo 
这 里 ， 在 最 后 一 步 ， 我 们 把 上 = 0 这 一 项 与 其 余 的 项 分 开 ， 
因此 ， 使 用 (12? ， 我 们 求 得 某 个 常数 cf 有 


n 


E^ 


Eo) = SETTE 
因此 ， 依 据 (8) 有 
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d y>, POC- 00 0. o 


YEBEALEI E IT EJL F d E RAE ER -ARR t 0 D] 
子 是 团 数 , 即 完全 子 图 的 最 大 阶 。 研 究 表明 ， 对 于 国定 的 p, 
0<pc1l, dE Oi, Pledge) = 户 中 ,用 平 每 个 图 的 团 数 都 
晨 丙 个 训 能 值 之 一 。 瞩 实 上 ， 对 于 “= 的 大 部 分 值 〈 在 某 种 完 
全 确定 的 意义 下 ) ， 儿 乎 每 个 图 的 因数 只 是 pA n WER, 
我 们 仅 限 于 证 明 这 方面 的 一 个 简单 结果 。 象 在 定理 1 中 那 
FÉ, HX. X.) dO GECO, Pledge) - Dp Kr T 
Ringe, NJ) 


EQ =(P., 
并 为 对 于 KK" BIAR, RUU E 而且 车 已 选取 


了 项 点 集 语 我们 就 没 有 造反 (2 ) 条 边 的 余地 T. de 
din p RE SUR, EWE 

(ooa. 
为 了 简单 起 见 ， 我 们 记 6 = /2。 很 容易 就 可 用 斯 桂林 公式 
检查 

b cn 
从 而 


d- 2logn 


logb * Otloglogm, a3) 
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X212. 4ocrci bl MULT 4 d ceo 
(n, P (edge) = 加 的 财 数 是 td 或 [d]。 
WEBB. JE TE PUR RR NEA SEE nd 
PX 00 rzds:, 
PX, DOSL BE rgd- lo 
ME WME r>d +1, 则 依据 (13) 有 


EX» (APP tph, pE 
P8. 


故 第 一 个 断言 是 很 显然 的 。 
现在 ， 令 rd ~ 1， 我 们 使 用 (9) 式 来 计算 不, 的 第 二 个 
w, AWITA 1 个 公共 项 点 的 K' M 


zo SNENA 


( o- D 
r 


-rao NENO- 
(yo, 


对 于 o,=o(X,)， 我 们 有 


因为 
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现在 记得 0 Ln, WODKA Y Bb. H nlf, 
有 有 


Cr isla 
Tum, 


这 就 证 明了 第 二 个 断言 。 n 


$5 哈密 顿 国 一 一 图 论 工具 的 应 用 


存 色 月 前 为 止 的 证 曲 中 ， 我 们 总 着 不 同 程度 地 采用 了 止 
面 进攻 的 方式 。 我 们 所 需要 的 图 论 知识 ， 并 不 多 于 所 涉及 的 
概念 的 定义 ， 而 重点 是 在 抠 率 的 应 用 上 。 这 一 节 中 ， 主 要 介 
48 Posa 的 一 个 绝妙 的 结果 。 它 的 证 明 是 基于 图 论 的 -个 
非 平凡 的 结果 当然， 对 于 在 图 论 中 概率 方法 的 一 个 悍 
想 的 应 用 ， 我 们 希望 混合 使 用 这 站 节 中 介绍 的 所 有 肢 路 。 这 
样 ， 我 们 要 用 非 平凡 的 图 论 结果 打 基 础 ， 并 要 利用 概 闵 论 来 
获得 有 关 针 对 这 一 问题 而 取 的 概率 空 赦 中 的 图 的 知识 ， 然 
后 ， 我 们 将 选取 一 个 适当 的 图 ， 贸 着 ， 将 借助 于 各 种 有 力 的 
图 论 工具 来 对 这 个 图 加 以 改造 

FARB, mx coo. RULES SERM - (2 
+e jnlogn| 级 的 图 都 是 连通 的 ,我 们 也 可 以 证 明 ,n 阶 和 4 = 


[Gejaegnj 级 图 由 几乎 没有 一 个 是 连通 的 ( 练 18 。 
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特别 是 ， 几 乎 没有 阶 和 M = i 二 ~e) `\nlogn] 级 的 图 包含 


哈密 顿 回 。 令 人 迷惑 不 解 的 是 ， 与 用 来 保证 连通 性 大 致 相等 
的 边 数 已 经 保证 了 哈密 顿 图 的 存在 性 。 我 们 的 下 一 个 日 标 就 
是 证 明 Posa 的 这 个 绝妙 的 定理 。 

这 个 结果 证 明 的 基础 是 第 权 H 2E 3E ASET 
图 吾 . 中 -条 最 长 的 x。 一 路 ， 把 S 的 各 变换 的 各 端点 的 集 记 
EL, EN 表示 工 的 顶点 在 5 上 的 邻接 标点 的 集 , 记 屎 = 三 
GD-LUN ,于 是 第 到 章 的 定理 #9,H RA L^ Rh. 
在 这 些 定义 中 ,我 们 只 需要 下 列 结果 ， 如 果 | 工 1 SISSE [/8, 
峙 存在 两 个 分 别 含 ! 和 1 五 1 - 31+ 1 个 元 素 的 不 相交 集 ， 它 
们 不 被 H 的 边 联结 

为 方便 起 见 ， 我 们 将 利用 空间 


_ clogn 
O(n, Pledge) = p) p=- . 
我 们 从 与 定理 4 同一 系统 的 一 个 简单 的 引 理 开始 ， 用 D 表示 
六 中 不 相交 的 子 集 的 对 (X,Y) 的 数 月 ， 使 {Xi S SY s" 
-1- 31， 面 且 G 没有 一 上 边 。 
引 理 13. 令 6>3 loce d MERK A, p= (clogn) 
In, WE in, Pledge) = 切中 布 
PDO HRA 11 Spa) Ona 
T, 记 P= (c- 3)/4c， 暴 然 有 


n y-t fin- 3t) 
Erm» Xni, 


jme 


" 
«(^7 Da- arie eau pres 
£u 


DPA- pan 


现在 ， 因 为 (1 - tns 我们 有 

PA= PTL- Pn, 
JRH. MR, 2«t«)n, WA 

gH] e py 9790 Lpr aea fe ce, 
而 如 果 FBu-temyn, MWA 

gi 3 etit eamm M 


Ota 170m, 
因此 
TED) -0070 > 
S 
XE SUR IS MER n 


定理 14. 令 c = (clog?)/n 并 考虑 空间 O (s, Pledge) = 
p. WME cS 而 月 x 和 y 是 任意 两 个 顶点 ， 则 几乎 每 个 图 
MEER RA x ? 的 哈密 顿 路 ， 如 果 ">9， 则 几乎 每 个 


图 都 是 哈密 顿 连 通 和 的 ， 即 每 对 不 同 的 顶点 都 被 一 条 哈密 顿 由 
联结 起 来 。 


证 明 ， 选 取 +< 1 ， 如 果 c>9, 则 cy. dne. 
W cy. 
RATXET Pin, PCedee) = ppisti, ILAT Hi t 
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jik, OG, P(dge) = 门 中 的 一 个 一 般 元 素 用 G oem, 
D-(D.züxtfjdr A 1e vnl). 

EQV,x) = CCCW VE EC EAT c -RRK BR 
EW ,x lw) = (GUI 2808 RENA win IE IG w 
路 、 并 日 这 条 路 的 端点 联结 于 xj， i 

FG) = { 每 条 包含 * 最 长 的 路 } ， 

H GV) - (GC ARER, 

Ha,» 2 (G 有 了 哈密 顿 x 一 了 路 }， 

HC ={G 是 哈密 顿 连 通 的 }， 
事件 A 的 补 是 也。 

注意 ， 依 据 引 理 13， 我 们 有 

P =1--P(D -O (a9), 
令 | 瑟 ji =#-2 或 4-1， 我 们 来 估计 

PQUVEQ? ,x)), 
WAbxeW. AGEDNÈW o, ZE GOPOR M — AR i 
长 的 路 S xx eon. GER 中 引进 某 种 序 , 我 们 容易 完成 ， 
由 COPS. 04 L-LIGI) E x, —W S i ER 
BERAR, TM RERIT EAEE UB 
TOGOW 0) 。 记 得 , LM LU +1- 3IL EREE L—M 
W, HuK L-M Ux). NxXGEDRIMUDI 
# 一 3| 工 |!， 我 们 求 得 I 工 | yu. 因 为 工 独 立 于 与 x 关 联 的 边 
被 确定 的 ， 我 们 有 

DPQn ECOF x) «PQGCDW x AER T 

L(QGUV D) «- pen e's 
AAROBUUERHREA S DE 1 -n- sik a- we, xem 


LESER 


时 ,有 
PDN EW xw) ant, 
MEER, FoocEQ - {x},x) dk 
PG) - PCUF 600 POT Ug uy t P D 


<D POON Fa) + PO) P (DNE U - (x),3)) 


+ P (D) nt + One) 
这 就 证 明了 :如果 c>>3， 刚 儿 平 每 个 图 都 有 哈密 顿 路 。 
现在 , 令 x 和 是 两 个 不 同 的 顶点 , 记 克 = 生 - (ye 
依据 第 一 部分， 有 
PAW «28177 £O ne), 
因为 
H(x,s) c HOV)(Y EC, 3) n EF xiy), 
我 们 有 Pa eP PONEO 2) 
+PI(DN EOW x) y)) + POD 2n! 
*2n77 +O (nr 3), 
因此 ， 如 果 >3， 则 玫 乎 每 个 图 都 包 食 从 x 到 ?的 了 哈密 顿 
路 。 
ROS POS RET UE Gu, y)，xoey， 存 在 (人 种 取 法 ,有 有 
POIC) S PO G, 3)) i97? eO i7, 


这 样 ， 如 果 ec>>9， 则 玫 乎 每 个 图 都 是 哈密 顿 连 通 的 。 门 
因为 每 个 哈密 顿 连 通 图 都 是 哈密 轰 图 ( 包 食 险 密 顿 图 ) ， 
特别 是 , 依 定理 8, 3284111, RR 79, We On, L (clogad /nl 
中 志平 每 个 图 都 是 哈密 顿 图 。 事实 上 , 我们 能 看 出 ， 这 个 
2167 


证 明 的 主要 部 分 对 十 c>6 也 给 出 了 这 个 结果 ,独立 于 Posay 
Korshunov 证 明了 定理 14 的 一 个 更 强 且 本 质 是 最 好 的 可 能 
BER: 对 于 每 个 c 沁 1， 定 在 14 的 断言 都 成 立 。 


[练习 ] 


L4G6-U. E R-AXAd mud z BH, 
XLV IDAAWEVSRVIEGARETnAR 
AV AV: Hae 

2AE AEk 和 图 但， 用 PAOR E G til 
URNAR, EXRIUNBUS 产生 一 个 有 -部 图 。 证 明 ， 如 
EX G-G(,m), 则 


pesi 3) en (JG). 


此 处 ， nore oIh, PE: 


m- kp (Gym Ec Lm, 
n=l 


[提示 ， SOROR REV (O EESH S IK" Utk- DK" 
的 所 有 图 ,注意 *G 和 如 的 公共 边 的 期 望 值 是 
e(De(tH)/e(K)3, 
3. 证 明 ， 春 在 m 阶 竞赛 图 〈 参 看 第 工 章 练习 12)， 它 包 
AEDn l Edge NL 
AGES. PEREG KG DE ne 
(1 - Cu rosis Jc gs 
DRESE, 令吉 是 最 大 的 整数 ， 他 对 干 它 存在 一 
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AUR Kats, nil Gann), ARP, STS ARE 
d fg 3 AA WE A der ydg ARS up d 的 一 个 下 界 。 


NILTIPIMEI DUM EE 
d>- Ge), 

LT AE EA AGREE ECT AA GOD IRE Gsm, 

JUS mmic-2/2(i- 0e, Wi t-id.'"logs. GE, 

EI MEITIPLEETISTITIOM 

7. 证 明 ， 一 个 给 定 的 顶点 度 为 1 在 大 约 田 Gui) 中 的 
2/ 个 图 中 成 立 。 

在 练习 8 一 13 PEER D O, P(edge) = p)， 并 假设 
0<p<1 是 圈定 的 。 在 练习 14 一 19 中 使 用 同一 个 模型 ， 
Gp ROUEN EELZ 

E ERAF Dae EEDA) (O- Du Kd 


DEL BSCEDUETM 


n 给 出 :aq.e. EE ES ARTS 

10, 证明: 4.e. 图 都 包含 除 至 少 为 logn/log (1/p) iy 55 4 
图 。 

11. 证明; se @G 都 满足 

HG) = 4(G) 2 x«G) = pn- (2pqnlogn) ! * 
to(nlogm!?*, Ei o-zi- po 

lae4EYO f RKA, APRA aed E KU 

-KG,D. ROT 
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KD = 天 (有 
估 讨 相应 的 值 。 

13. 令 0<e<1。 EN: a.e. 图 有 下 面 的 性 质 : 对 于 有 
k-iclognlA BUR I E ARV, HW dp e T EZ, MS 
dA. (x5 ZpdH4435i ux, ET 5W-ZY 
ANNEBiÓGEE, X To-1, EXTTODEGRR E —ASW 
不 相交 的 2 个 顶点 的 集 。「 提 示 ， 改进 定理 7 HEA 

14, 证 明 ; (logm) /nn 是 对 子 连 通 性 的 强 冰 函数, 即 ， 如 果 
£04 p-(a-2logD/n, Rl JA 3048 — ^ E 3E dia 
We emo$upo- (1r ologn/s, Jl a.e. 图 都 是 连通 的 。 

15.' 加 强 前 面 的 结果 如 下 ;如果 p= (logn) /n+ (Qx/m, 
3| G 连通 的 概率 是 ex""*”。[ 首 先 证 明 ;0.8. 图 由 一 个 分 支 和 
一 些 弧 立 点 组 成 。] 

16. $ p - Cüogn) /n) + (c(0 /4)， 此 处 c 人 一 > 吕 可 
UERR., EH: a.e. 图 局 痢 包 含 1 一 雪子 。[ 使 用 Tutte 定 
理 ， 即 第 下 章 定理 12 ,不 必 理 会 各 分 支 的 奇偶 性 ,J 

17, 证明; 1/n 是 对 于 图 页 .1 中 的 下, WAER, paR 
pn 一 六 0, 则 几乎 没有 图 包 会 站 13 耐 如果 pn» co, BE ases, 
图 包 食 下 1。 


A 人 大 


BHLR, a Fa M Faa 
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18. 图 下 .1 中 的 Poo PEL CR EA T 

19.4 220, 证 明 ; d pon tnt, WE UL XE dr 
45V Fa 但 是 ， dE pono, Rose AS 
AA Fas。[ 寻 求 适当 的 图 天 sa*， 它 有 平均 度 2+ee 1 

20. -考虑 随机 有 向 图 ， 在 其 中 ， 所 有 的 边 都 是 独立 地 过 
取 的 ， 并 且 所 有 巡 均 有 相等 的 概率 p。 证 明 ， 存 在 这 样 的 党 
Ke, mE poctdozn /m$V*,y] oec ime dd nA 
[ILIMTINIUPLPIPTIIDDLILPI 
把 定理 14 ERU e SO GC HICRORLT ORLES 7 

217 注意 练习 20 提出 的 解 给 出 两 个 具有 同样 基础 《 非 
有 内 的 》 边 集 的 有 向 哈密 顿 图 。 证明; 对 于 p=(1-e) 
(ogg /m !/*. 几乎 没有 有 名 图 包含 这 样 一 对 哈密 顿 图 。 

22, 证 明 : EDEEM) 09 nt) Ae n ets ED 
WWE. CER. 在 四 Cn, pledge) = 2) 中 qe, 图 都 有 平凡 的 自 
BARS 对 于 自 同 构 赂 ， 参 看 如 223。 了 

注 

用 粗 率 方法 证 明 的 第 .个 组 合 结果 大 概 是 练习 3 的 断 当 ， 其 证 明 屁 
T.Smele,Combinatorial investigations eoncerniug directed compleet 
graphs CGU REX , Mat.Fis. Lapok 50(1943) 223—256; 德 译文 诸 参 君 
Kombinalorigche Unterguchugen über gerichtete vollatandige Graphen, 
publ. Math, Debrecen 13(1968) 145-—1658。 但 是 ， 真 下 促进 随机 图 的 Ni 的 
第 一 批 论文 是 P Erde 的 两 篇 文章 ，Graph theory and probability, 
Canad.J.Math,11 (1959) 34 一 38， 它 包含 定理 65 Graph theory ang 


Probability J, Cunad,J.Msth, 13 (196:) 346 -352, GEESE RES HH 
出 的 ROO 的 下 界 。 
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我 们 在 定理 ? SAREAK MAARE F R.Fagin, 


Probabilities on finite models.J.Symb.Logie 41 (1976) 50-55, 


BÉ LEER LI MEC XCRE I2: P.Erdäs and A. Renyi .On the cvolition 


& (1960) 17—81, 
b ROR GEIA 


of random grapha, Publ. Math. nat. Hungar. Ana: 
这 籍 文章 包含 了 峰 朴 陆 机 图 的 组 举 记 论 ， 除 了 别 的 内 
的 分 布 和 小 闻 几 的 出 现 《 定 迎 11》。 

5 定理 12 有 关 的 最 强 的 结果 属于 B.Bollohss and P.Erdéa, Cliques 
jn random graphs, Math. Proc.Cambridge Phil.Soc.80 (1976) 419—127. 
L$sa 5:38 GEM 14 lili: L.Poss, Diserete Matlh.14 (1976) 359—364, 
GEER ERAP A.D.Korshunov, Solution of 2 problem of ErdBa 


and Renyi, on Hamilton cyoles in wonoriented graphs, Roviet Mat, 
Dokhdy 17 (1976) 160—164, 

BA Chebyshev 不 等 式 和 出 Poisson JAM 二 项 式 分 布 在 内 的 概 
准 论 的 络 妥 结果 ,请 读者 银 看 ， 镀 .Feller An Introduetion to Probability. 
theory end Its Applioatons, Vol.i 3rd ed. ,Witey,New York, 1974, 
1 A.Renyi, Founditiona of Probibility,Holden- Dzy,San Francisco, 
1970， 特 别 是 有 关 De Molvre—laplace 公式 的 -Hi tio 

RÉELATRUUERL A OR CI p] 节 中 进行 了 深入 的 探讨 。 已 ,Erd5e and J. 
Spencer, Probabilig 
New York and London, 1914, 


e Methods in Comhinatorjes, Aeademio Press, 
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第 硬 章 ”图 和 豆 


在 椒 芝 中 ， 我 们 将 考查 图 和 和 玫 之 阅 的 一 些 可 瑟 作 用 。 有 
关 嫩 的 一 些 辐 题 可 以 使 用 图 采 很 好 地 解答 ， 虽 然 在 图 这 方面 
芭 仪 是 并 观 的 和 计算 的 一 种 上 只 ， 估 是 ， 它 的 地 用 确实 使 才 
水 更 加 明确 并 使 问 古 殉 容易 处 理 。 这 个 方法 在 理论 和 实际 两 
订 面 部 是 有 益 的 ， 它 皮 帮 助 我 们 证 明 有 关 群 的 一 般 结果 ， 也 
具 助 我 们 证 明 有 关 特 别 群 的 特殊 结果 。 第 一 节 中 的 有 关 
Cayley fl Schreier 图 解 的 内 容 充 分 地 显示 了 这 二 方面 的 特 
征 ， 这 一 世 踢 ， 对 于 群 的 表示 作 了 非 正 式 药 仿 述 。 

如 时 知道 一 个 图 类 前 每 个 元 素 都 有 特别 令 人 论 认 的 对 称 
必 拓 ， 换 上 之 ， 如 果 它 有 大 的 自 同 构 群 ， 那 么 我 们 常常 可 以 
利用 这 一 性 质 来 获得 有 关 这 个 类 前 附加 知识 ， 在 某 些 情 珍 
申 ， 这 些 耻 加 知识 能 使 我 们 几乎 完全 决定 这 个 类 。 第 二 节 说 
骨 ， 我 们 怎样 利用 邻接 第 阵 的 性 质 来 完成 这 一 工作 。 

我 们 在 S3 中 将 看 到 ， 慰 定 图 的 某 些 类 是 容 另 计数 的 。 
其 它 的 计数 问题 ， 如 计算 图 芍 同 构 类 ， 引 导 我 们 去 研究 置换 
群 的 轨道 。 这 一 节 的 精彩 部 分 是 计数 这 种 轨道 的 基本 定 再， 
WI Polya 定理 。 


$1 Cayley 和 Schreier 图 解 


Q ARM a,b, ERR A 的 图 也 称 为 4 的 关 十 这 
些 生 成 元 的 Cayler 围 解 ， 是 一 个 有 向 重 图 ， 其 边 用 生成 元 
-222° 


AC. Mox A y 存在 一 条 用 一 个 生成 元 9 iG 3D 25 HL DE 
当 xg= yo 为 了 说 明 这 个 概念 ， 在 图 钉 .1 中 ， 我 们 给 出 了 
三 个 小 群 的 Cayley Eft. 


MIW, SAR Cayley [ES G) Ma AR ACRARAE C4, 
GD 具有 生成 学 @y, 已 的 Klein4 一 下， GD Hz 
成 元 2 (223) b= 《12》 的 对 称 群 S3。 

Cayley 四 解 是 正则 的 ,而 它 的 着 名 也 是 正则 的 ; UNE 
每 个 项 点 x 和 每 个 生成 元 9 〈 上 颜色 ) ， 怡 好 存在 一 条 始 于 < 
的 其 有 颜色 g 的 边 也 恰好 存在 一 条 终止 于 x 的 具有 颜色 y 的 
W, FH, A x 到 任意 别 的 顶点 y 至 多 有 一 条 边 。 如 果 我 们 
已 知 一 个 群 的 Cayley 图 解 ， 则 我 们 容易 回答 有 关 生 成 元 的 
问题 在 Ss 中 ， 元 素 abab 等 于 什么 ? CERF 1 的 一 条 
有 向 通道 的 终点 ， 此 通道 的 第 一 条 边 有 颜色 s， 第 二 条 迪 有 
HE 5， 第 三 条 边 q， 第 四 边 0， 最 后 第 五 边 有 颜色 b。 消 着 
图 1 的 第 三 个 图 中 的 这 条 通道 ， 我 们 发 现 aba26=@2。 一 般 
地 ， 表 未 为 某 些 生成 元 之 积 的 本 个 元 素 相等 当 且 仅 当 对 应 的 
始 于 1 工 的 通道 终止 于 同一 个 项 点。 

Schreier 图 解 是 由 Cayley 图 解 稍 加 推广 得 到 的 。 这 
Ks RAWA, 4 的 元 素 前 一 个 集 8 和 A 的 一 个 子 群 6。 

2234 


A Bii B il) Schreier 图 解 描述 了 5 的 元 来 作 骨 在 8 的 右 
陪 集 上 的 效果 ， 它 是 一 个 有 向 重 图 ， 其 顶点 区 8 的 右 陪 集 。 
IEE, MIER H ER K 有 一 条 有 颜色 sE5 Hunt E GC 
4 Hs=K, GER - -4 Cayley 图 解 是 -- 个 模 了 8={1} 的 
Schreier 图 解 ，)〉 在 大 多 数 情形 中 ，5 被 选 作 生成 元 的 - -个 
R, MEIE BEER ARAR REE BN 荐 如 
果 卫 是 11,2,3, 癸 上 的 对 称 群 ， 妃 是 使 1 不 动 的 那些 元 素 构 
RTR, S={0}, Mi a= (1234), 则 Á BIER B K Schreier 
图 解 不 几 重 新 五 ， 它 就 是 图 丛 。1 中 的 第 一 个 图 ， 邑 C 的 
Cayley 图 解 。 我 们 再 注意 一 下 ， 对 于 每 个 顶点 H 和 每 种 颜 
色 9gEG5， 恰 有 一 条 着 色 9g MUT 如， 而 且 ， 恰 有 一 条 着 
& o LEEFH, M, REUTER, 即 它们 可 以 
二 始 和 终止 于 同一 陪 集 ， 并 香 可 以 有 不 同 颜色 的 许多 过 联结 
两 个 顶点 。 

赂 的 图 解 记 能 表示 的 有 关 群 的 任何 知识 都 可 以 用 代数 方 
法 表示 ， 但 是 ， 代 数 方法 的 缺点 是 ， 用 一 个 图 解 在 几乎 瞬间 
语 能 表达 的 内 容 ， 它 却 需 要 用 许多 行文 字 才能 说 明白 。 当 我 
们 襄 用 于 解答 一 个 具体 问题 时 ， 这 些 图 解 是 特别 有 用 的 。 此 
外 ， 图 解 方法 所 用 的 纯粹 机 械 的 技巧 对 直 搂 用 于 计算 机 也 是 
很 理想 的 。 自 从 快速 计算 机 出 现 以 后 ， 许 多 用 其 它 方法 没 希 
望 解决 的 问题 已 经 用 这 种 方法 解决 了 。 

当 试图 解决 用 群 的 表示 给 出 有 关 群 的 问题 时 ， 群 的 图 解 
是 特别 有 用 的 。 为 方便 读者 起 见 ,我 们 回忆 一 下 有 关 和 群 表示 的 
BERK. 我们 打算 自始至终 进行 直观 的 描述 而 不 作 严 格 的 
论述 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 自己 补足 细节 ， 或 者 参考 该 题 且 的 
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Xeon sf. Miega b, c, dau RV 是 一 
个 型 如 
ba !]ccaa |b7lo 

航 有 限 序列 ， 空 序列 记 作 lo 如 果 我 们 可 以 从 一 个 字 重 复 弛 
JB CASO 代替 xx 上 或 <:x 成 者 用 相反 的 代入 而 得 到 田 
一 个 字 ， 我 们 就 说 这 两 个 字 是 等 价 的 。 这 样 ,056"!a 10710 
cc lc ldd l 都 等 价 于 c RRE RT 将 用 问 样 的 记号 
来 记 一 个 学 和 它 所 在 的 等 价 类 ， 故 我 们 简 记 作 abb lante! 
2ecletiddoi =crls 并 且 , 为 了 简单 起 见 , 记 abbc-ic-1c-4 
=06*c 3?， 等 等 。 如 果 屁 法 定义 为 并 列 ， 如 (cb 1c)《〈c 180) 
=ab lec iba at, WF CH RAO) 构成 一 个 群 。 显然 ， 
a^! f a SÉ JURE E. (a7 10710) 7! s c7 10a AERE a,b, 
c, ERGAB, HEARE, bst, >o 

令 Ra Ro, o 是 用 记号 04,5,c,… 构 成 的 字 ， 玉 = <<a， 
bc, HE K 是 由 太太 … 生 成 的 五 的 正规 子 群 。 
则 商 群 AL- F/K 称 为 是 由 as bic, RICE Ra, Ru eóE 
RHR. WE 4=<a,6,c,… E R,RS, ms 

我 们 青 一 次 胃 一 个 字 来 表示 它 所 在 的 等 价 类 ， 并 用 等 号 
表示 等 价 。 群 表示 经 常用 定义 关系 来 写 ， 而 不 是 用 更 正式 的 
关系 子 来 写 。 例 如，<<0,61a* =b SERRE, b aba 
如 果 在 一 合群 的 才 示 中 只 有 有 限 多 个 生 或 元 和 关系 子 ， 就 说 
这 个 群 被 有 限 衷 示 。 显 而 易 见 ， 在 4 中 前 琴 个 字画 , MW: 
是 等 价 的 当 且 仅 当 我 们 可 以 用 丈 : 来 重复 插入 或 删除 aa ， 
ala, bb, KRT Ra, Ros WENE RI, RU, 
“而 得 到 所 2。 例 如 ， 注 意 , 在 Aa blatb, b atp, 
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Aküifiacaajb-atb-b, Mt, 1-256003) 71 ab, MK 
ALINEAR . 

AS SUE SCOS ROREM BEBO. EA Lr gor Jc P 
TORRDDUR BURUTTHOBURID ERE. UE. HEEREN 
自然 而 然 邮 在 数学 的 各 个 领域 、 特 别 是 在 纽 结 理 论 、 拓 扑 和 
刀 和 何 中 出 现 ， 故 我 们 必须 尽力 克服 这 些 困 难 。 关 于 群 表示 的 
柴 本 问题 是 Max Dehn 在 1911 年 提出 移 ， 这 些 问题 要 求 用 
一 个 一 般 的 和 有 效 的 方法 在 有 限 步 内 判定 ，(i) .两 个 给 定 的 
ORWACREPENUODE CHARD . QD 它们 是 不 是 表示 
—XA gu nx OEBERBD , GID WETCA FUROR EE EN 
HAE GARED o MARERE REA, 
量 不 能 用 一 般 方法 来 解决 。 这 些 疝 题 的 显 式 解 总 是 基于 菜 种 
特殊 的 表 上 只， 并 常常 利用 格 的 图 解 。 (Dehn AA EHE SUA 
AFRIKA. OD 

4 Amb, Ru, Ro eD RIAR ER 
2,5. ME 4 的 Cayley ft. BMRME ied] Y Cayley 
潮解 ， 则 对 于 这 个 关东 ， 我 们 显然 可 以 解答 字 问 题 。 

Cayley 图 解 有 下 列 两 个 性 质 : O% BATH a, 
56,… 米 正 别 着 色 ， 即 对 于 每 个 顶点 x 和 生成 元 g9， 人 恰好 存在 
一 条 始 于 x HUBS gh, QUE RR Po BL B 
色 g 的 由，(5) 每 个 关系 在 得 个 顶点 处 满足 ， 即 如 果 x 是 一 
个 项 点 而 R 是 一 个 关系 子 ， 风 从 x 开始 的 对 应 于 R, 的 通 
道 终止 于 x。 屠 未。 我 们 怎 术 设 法 来 寻求 Cayley I BUE? 
我 们 试图 使 (o) IDE TE TIE EUER dE 
个 顶点 。 这 样 ， 在 每 一 步 我 们 可 以 取 一 个 新 的 顶点 和 -条 网 

“226。 


died Gd ED X. MEO RO 迫使 我 们 必须 等 四 


们 就 得 到 了 Cayley idite its 直到 最 后 我 们 才能 知道 不 
DIS E 
作为 一 个 例子 ， 我 们 看 看 企 样 求 得 二 = a,b [ar bs 
(ab)? = 1 之 的 Cayley 图 解 。 我 们 用 一 条 UD ATO 
dbüp-HacEX, ur Cayley 图 解 变 成 了 一 个 阿 ， 我 
们 从 单位 元 素 和 对 应 于 a? = 1 的 三 角形 123 开始 ， 为 了 人 简单 
起 见 ， 我 们 用 数 1,2,… 表 示 项 点 ， 保 留 EGG [ES XJ 
每 个 到 点 1、2 和 3 必 有 一 条 以 6 着色 的 边 从 该 帮 点 开始 ,这 
就 给 出 项 点 4、5 和 6， 现在 a3 =1 必 在 顶点 6 处 满足 ， 这 就 
给 出 另 一 个 三 角形 ， 比 如 说 678， 它 的 边 都 用 4 来 着 色 。 如 


m 。 BW. o BOR. d 
boo 0mm e 这 一 步 ， 我 们 也 许 
: 


想 引 进 关 系 (D? 


1 $ 
-abab =1. 在 8 处 
ess 9 WA 检查 它 ,比如 说 ,我 


EIW 2, Cayley 图 解 的 构造 。 们 看 到 通道 86314 
必 终 止 于 8， 故 到 站 前 为 止 由 8 和 4 表示 的 两 个 顶点 必须 重 
S. 下 一 步 ， 我 们 在 T 处 检查 abab = 1, 通道 7(8 三 4) 125 必 
PETTY, MOST 是 同一 个 顶点 。 沿 待 检查 的 只 是 我 们 得 
到 的 图 解 能 否 满足 (@) 和 (6) ， 故 它 是 问题 中 的 群 的 Cay ley 
图 解 。 实 际 上 ， 这 个 图 解 就 是 疼 弄 .1 中 的 第 三 图 ， 故 该 群 
是 Sa。 


APT poi, Hip, q. O 表示 群 <a，6，cla?= 
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brze =abe=1>. $ p, q, r 以 特定 的 值 ， 稍 加 努力 汛 者 
就 能 得 到 关于 生成 元 09,6 和 c 的 群 (p,9,7) 的 Cayley PRI. 
图 看 .3 给 出 了 一 些 这 样 的 图 解 。 


a mbiemci=obeml 


amb? mct mobe L 


II 


EW.. 一些 Cayley 出 解 。 阴 影 部 分 对 应 十 abge = ]。 

上 述 各 个 图 解 老 明 了 与 分 格 的 某 种 联系 ， 使 用 Cayiey 
图 解 的 妙 处 在 于 ， 我 们 可 以 很 好 地 利用 这 种 联系 。 事 实 上 ， 
箭 微 熟悉 球面 、 欧 几 里 得 平面 和 双 曲 平面 的 分 格 的 读者 ， 都 
能 很 容易 地 证 明 出 下 面 的 结果 。 

X24. WR O/D ra/o-/D21, WEE Goa, 
站 是 有 限 的 并 有 2s 阶 ， 此 处 ，1/s = (1/p) + O/D + (177) 
1。 其 Cayley 图 解 是 球面 的 一 个 分 格 〈 如 图 看 。3 中 的 前 
两 个 图 ) 。 
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Anda e ADHAN SEL, Wat C» quo XÉT I, 
如 果 等 号 成 立 ，Cayley 图 解 是 欧 儿 里 得 平面 的 一 个 分 格 , 浴 
则 邵 是 双击 平面 的 一 个 分 格 〈 如 图 看 .3 中 的 后 两 个 
图 )。 


BIB, MERKEA MERE NUT AES 
Hep. HA, Dehi WATA CHUNG) ai HU 
去 掉 该 纽 结 之 后 R? MERIO B Bike AH AA i 
平面 上 的 一 个 投影 看 出 。 纽 结 的 投影 构成 平面 上 某 些 有 界 域 
的 边界 ， 这 些 区 域 中 的 每 一 个 对 应 于 一 个 生成 元 〈 单 位 元 素 
对 应 于 无 界 区域 ) ， 而 每 个 交叉 点 对 应 于 一 个 关系 子 ， 这 些 
关系 子 的 一 般 形 式 容易 从 图 值 ,4 中 的 两 个 例子 看 贞 《事实 
上 ， 熟 悉 代 数 拓扑 的 读者 容易 证 明 这 个 表示 的 正确 性 )。 二 
叶 形 纽 结 ( 或 三 叶 纽 结 ) 的 群 是 <a,， b, c,dlad™1b, ed^!a, 
cbd"! 沁 ,而 八 纽 结 的 图 形 的 群 是 <<a,， b. c, d, elate, 
ad^!eb^!, ed !cb^!, acd V», 


EVA, FEAE MAENE., 
当然 ， 在 着 手 研究 群 以 前 先 要 简化 其 表 永 , 例 M, cba! 
=1 意 味 着 d = ob 或 bd-ic= 1。 这 样 ， 三 时 组 结 的 寿 是 
<a, b, e, dlad-1b, pd-ie, od 1a» 
或 者 等 价 地 是 


«a b, cicb 2 ba sacos 

Asp, XX ER Cayley [ERE IB AE TER 
证 ,5 中 给 出 的 梯子 组 成 的 《练习 4) 。 将 这 些 梯子 垂直 放 
置 ， 并 消 乖 由 边 将 这 些 梯子 糙 线 在 一 起 ， 每 一 条 新 的 系 直 过 
出 等 同 三 个 梯子 的 各 一 条 冬 直 边 得 到 ， 使 得 从 上 入 下 看 时 成 
为 一 寨 无 限 王 次 树 ， 其 中 每 一 条 边 是 一 个 梯子 在 水 平面 上 的 
BE MAW. sH% t 


K 


KIWI, 三 叶 形 纽 结 的 Cayiley 网 解 的 纪 成 部 分 。 
假如 已 经 得 到 了 Cayley 图 解 ， 可 以 看 出 我 们 感 兴趣 的 
性 质 。 对 于 这 个 群 来 说 ， 这 种 方法 不 是 太 经 济 的 ， 但 是 ， 
Dehn 正 是 用 此 方法 在 1910 年 证 明了 三 叶 形 组 娠 的 群 本 起 
-个 圆周 的 群 ， 后 者 是 无 限 循环 的 。 
Schreier RRT RLT Cayley 图解 的 方法 来 构造 


|a X fupe KUA, MORARA A ED. 
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先 确定 - Ap y BERI Schreier 网 解 常常 星 下 便利 的 ， 为 了 志 


天 这 一 点 ， 我 们 研究 舅 - -个 例子 ， 这 个 例子 也 是 Dehn 给 出 
fij. T 


A -«a,bia* =b5 = (ba)? «T» JT A TÉBI— ES 
DUIOLTEE A ig 
那样 ， 对 8B 我 们 取 顶 点 1、 然后 
(5 大 允许 的 尽 可 能 大 的 图 (前 


我 
的 Schreier Rifo 象 前 面 
试图 构 徐 一 个 条 件 (a) 和 
A O SEU CAUSE UE B, 


每 个 定义 关系 在 每 个 硕 点 处 得 到 满足 )。 但 是 ,对 这 
种 人 情形， 还 需要 另外 -… 个 条 件 ， 因 为 B SB, IC 1 弄 始 的 着 


Fu. RAQTRTUTISW. o Br gb (因为 a* -1, Magt 
的 边 不 是 向 的 )。 
i 3 
F8 Las -—— 4 
[d /> ---.b 
uu" ^ 7 d 
! / Ed h 
PO —R ! 
v ! 
* 
x N 22g 


RIM S, A B 5 Schreier 网 解 的 最 初 部 分 。 
现在 ， 我 们 检查 条 件 : 在 质点 6 处 ，pababe=1 成 六 
通道 babab 从 6 到 3， 故 必 存 在 一 条 内 3 到 6 的 著 色 @ 的 
边 。 为 了 得 到 两 条 分 别 嫁 于 4 和 5 以 & RAR, RRD 
点 7 和 8, 以 及 着 色 a 的 边 47 和 358。 P pA TA 
检查 条 作 ob lab abn =1， 它 与 (ba)3 =1 相同 ， 从 而 发 现 
从 7 到 8 存在 一 条 着 色 6 的 边 。 为 了 在 ?处 满足 65=1， 我 
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们 取 三 个 新 项 点 9，10 和 11。 在 11 ARE bo? RI 
发 现存 在 一 条 从 9 到 11 的 着 色 a 的 边 ， 至此， 我 们 差不多 
己 经 完成 了 我 们 的 上 作 ， 但 是 ， 还 没有 始 :于 10 的 着 色 @ 的 
边 ， 改 我 们 取 -- 个 新 项 点 12， 并 用 一 条 着 色 a 的 边 与 10 C 
结 。 在 顶点 12 处 条 件 ob 1a8 :ap 1 = 工 告诉 我 们 什么 呢 ? 因 
T 12 的 通道 blabla 必 终 止 于 12, 故 必 有 一 条 着 色 妃 的 
边 始 于 12 且 终 此 于 12， 这 给 出 了 图 刹 .?7.。 


3 u . 
5 Ji toas n 
Y ! ~ H H M BH H 
f i r r 
1 í 1 H / 10 12 
* p í a 
M41 "up — 
5 LI ` ---4 
B 3 


赂 而.7 .完成 了 的 Schreier 图 解 。 

这 就 是 我 们 寻找 的 Schreier 图 解 ， 因 为 其 中 的 着 色 显 然 是 
正则 的 ， 并 容易 检查 在 每 个 顶点 处 每 个 定义 关系 是 否 都 得 到 
MUR. MESE E, at =1 和 85 = 1 显然 是 满足 的 ,因为 依 构 造 ， 
在 6 处 (ba)?= 1 成 立 ， 故 它 在 通道 621236 的 每 个 顶点 处 也 
成 立 ， 等 等 。 

上 述 详细 而 繁琐 的 解释 也 许 给 人 一 个 错误 的 印象 ， 事 实 
E, 真正 面 在 纸 上 或 黑板 上 时 ， 上 述 过 程 是 很 快 并 且 一 限 就 
能 看 明白 ,我 们 希望 读者 自己 来 证 实 这 一 点 。 

Schreier 图 解 肯 定 能 告诉 我 们 D 的 指数 ， 它 就 是 硕 点 
的 数目 ， 事 实 上 ， 我 们 常常 为 了 确定 一 个 于 群 的 指数 而 用 计 
算 机 来 构造 Schreier 图 解 。 在 菜 些 情形 中 ， 比 如 在 上 面 的 
例子 中 ， 它 告诉 我 们 的 东西 要 多 得 多 ,就 本 质 来 说 ,Sechreier 
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图 解 是 一 种 速记 法 , 它 是 用 D oed Wf m P CHLOE 
id 4 的 一 个 表示 。 在 上 面 的 例子 中 ,4 一 > 02) (36) QD 
(58) (91D (1012) fl 5—9 (1) (23456) 《7891011) 《12)。 央 为 
对 应 于 6 的 署 换 的 阶 为 5、 地 5 在 4 中 的 阶 ， 我 们 能 看 出 
4 是 一 个 5x12=60 Br, iiHskWw ETE IST As, PD 
五 个 符号 上 的 交错 群 。 

如 果 我 们 希望 Schreier 图 解 传达 更 多 的 信息 ， 风 我 们 
要 国定 各 陪 集 的 某 些 代表 ， 并 仍 关 注 生成 元 作用 在 这 些 代 类 
上 的 效果 。 我 们 用 其 代 天 来 装饰 每 个 陪 集 ， 即 如 果 五 被 [各 
Xe, W H = BR。 现在 ， 如 果 存 在 一 条 从 五 = Bh 到 天 = 
Bk 的 着 色 a 的 边 ， 晶 设 ha = ak， 我 们 就 用 CoD 来 装饰 这 条 
W, FK -Bh-Ha-Bha, WRIA, € B, Wë 
边 用 BARKEN. FH. 如 
XH. KLAR. k, D38 
饰 ， 并 存在 用 a. b, c REH 
Heal, CEI, Cr) 装饰 的 联结 
它们 的 边 ， 如 图 W, 8 所 永 ， 
W habe = ahbe = aBle = aßyh, 
RW.. APA Schreier p WA Æ, WRA1, RANA 

解 中 的 一 个 赔 。 abc = cpy。 当 然 ， RME 

对 于 始 于 并 终 直 于 吾 的 任意 通道 帮 成 立 , BUNT TAG 
的 积 。 

装饰 顶点 和 边 的 最 简单 的 方法 之 一 是 应 用 生成 科 。 取 
Schreier 图 解 的 一 哥 生 成 村 ， 用 LITE BER O AER 
位 元 ), 也 用 1 来 装饰 这 个 华 成 树 的 各 边 ， 这 就 确定 了 每 个 顶 


Kit 


LORI 
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p b[ob!a77] 


KJ o[cb7tab-ta71] 


o[absba" 3] 


AES, 由 一 棵 生成 树 导出 的 装饰 。 

点 《 即 陪 集 ) 和 每 条 边 的 装饰 。 事 实 上 ， 对 于 每 个 项 点 于， 
这 个 生成 树 包含 只 一 的 一 条 从 召 到 互 的 路 ， 显 然 ， 五 必须 
用 对 应 于 此 路 的 积 o5c… 来 装饰 。 这 些 陪 集 代表 称 为 对 召 构 
RTAMRA Schreier Re —4 HK, BURTERIIE M 
的 装饰 是 什么 呢 ? 依据 上 面 的 说 明 ， 它 是 在 B 一 瑟 路 、 边 
HK 入 一 B 路 上 的 各 颜色 之 积 ， 如 图 什 .9 所 示 。 

因为 召 的 每 个 元 娄 都 是 在 Schreier 图 解 中 从 8B 到 了 的 
一 条 闭 通 道上 的 各 颜色 之 积 ， 各 条 弦 的 装饰 就 生成 B。 这 
FÉ, fi Schreier 图 解 我 们 可 以 不 依靠 4 的 梅 造 而 看 出 召 的 
生成 元 的 集 。 

定理 2。4 的 子 群 召 出 各 条 站 的 装饰 牛 成 。 


特别 是 ， 在 图 看 ,9 Hi THEBE b, cbal, ab! 
ab^!a^! 和 ababa 生成 UL 
WRR ARTER, IR B RARER H AR 
简单 。 X7 Reidemeister—Schreier MEHR, R 
APERET RER EARR, ARERR ER E 
RARE AT KIA REREH (COE, TA E c 而 始 
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于 i 的 边 我 们 写作 c;。 对 于 每 个 顶点 i 和 每 个 关系 子 Ra, 用 
Rk 表示 始 于 i 的 由 Rs 给 定 的 通道 《的 字 ), 这 条 通道 表示 作 
c, 的 积 , 比 如 说 R = bicf…。 读 者 可 以 很 容易 地 补 齐 下 面 很 
好 的 结果 的 证 明 中 省 政 的 网 节 , 这 个 结果 属于 Reidemeister 
和 Schreier。 

定理 35， 子 群 妃 有 一 个 表示 : 

aibi, 7,2), 02, | BL Rss Rp BR, C] 


现在 ， 怒 果 我 们 想 保持 了 的 这 个 表示 与 4 原来 的 表示 
之 间 的 联系 ， 只 要 简单 地 把 cv BERT LEG c Khi 
肇 就 可 以 了 。 

如 果 4 是 一 个 自由 群 ， 它 的 表示 不 包含 关系 ， 因 此 ，B 
的 上 面 的 表示 也 不 包含 关系 ， 故 BEE AE R KE 
Nielsen fi Schreier 的 一 个 基本 结果 。 

定理 4。 一 个 自由 群 的 一 个 于 群 是 自由 的 ， 并 且 ， 如 果 
AR-SA k 《 即 有 上 个 自由 生成 元 的 自由 群 而 B t 
数 为 4 的 一 个 子 群 , 则 了 的 秩 为 (& 一 1)n+1。 

证 明 : 在 定理 3 中 给 出 的 B HERE E Schreier 图 解 
的 弦 的 集 上 的 一 个 自由 天 示 , 总 共存 在 in 条 边 ,而 其 中 有 2~ 1 
条 是 树 的 边 ,因此 存在 (- 1) e 1 A, 


注意 到 下 面 的 事实 是 很 有 趣 的 ， 定 理 3 蕴含 自由 群 的 秩 
EZEREN. EKE, HE 4 是 由 a，b, … 自 由 生成 的 ， 
则 具有 一 个 选 定 的 顶点 〈 对 应 手 一 个 子 琶 》 和 正则 着 色 《〈 肌 
a, b; “的 每 个 有 向 恒 图 都 是 A EAS TR B I Schreier 
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图 解 ,因为 不 存在 需要 被 补足 的 关系 。 因 此 ， 指数 为 的 种子 
群 与 各 # 阶 正则 着 久 电 图 是 1 一 1 对 应 的 ， 特 别 是 如 果 4 有 
k> 个 生成 元 ， 则 它 有 人 + 一 1 个 指数 为 2 的 子 群 ， 因 为 存在 
于 个 用 上 种 颜色 正则 着 色 的 2 阶 各 图 ,但 是 ， 这 2 个 中 有 一 
个 是 不 运通 的 。 指 数 为 2 W TINAA BANK 
ARERR, Hob AMA 


$2 ”邻接 矩阵 的 应 用 


EERIE S 中 定义 ， 图 G 的 项 点 空间 C。(G) 是 从 
KOR C 的 所 有 放 数 组 成 的 复 向 量 空间 ， 我 们 仍 到 广 (G)》 
={ol，…asj， 改 dimCa(G) =n, FEC OTR TIRÉ 


Rx- Droi Hxc G1. 此 处 xi eX feos ARA 
称 为 在 ui 处 的 权 。 给 空间 CONRTE ODF 的 自然 内 
Bi <x, y»- Nux. 


RUTFPR RUE IB C HIRERE AS (aiD， 它 是 一 个 0 一 
14i, Wo1 当 且 仪 当 4,9; 是 一 条 边 。 通常 ， 我 们 把 4 
等 网 于 C。(G) 的 一 个 线 件 自 同 态 。 首先 ， 我 们 而 忆 线 性 代 
数 的 一 些 简 单 事 实 。 年 阵 4 是 实 的 和 对 称 的 , CC 
和 矩阵 ， 即 < 4x，y>=<x，4y>>。 因 此 它 的 数值 范围 

VG) = (Ax, x>: «xx» 21) 

是 实 直 线 上 的 闭 区 间 ，-4 的 特征 值 都 是 实 的 ,比如 说 >A 
Dee V CD BEREIXIICS 2:2 OV T BERGE AL -个 
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特征 值 称 为 G 的 一 个 特征 值 ) ,我 们 把 最 大 的 特征 值 ， 记 作 
Asa CD ,而 最 小 的 特征 们 4 记 作 志 16《G), 肉 积 空间 Co(G) 有 
一 个 由 4 的 特征 向 量 组 成 的 标准 正 交 上 , 特 别 是 ,如 果 用 m(2) 


龙 示 特征 值 4 的 〈 玫 何 的 或 代数 的 ) e, ESO = ns 


这 些 说 明 能 使 我 们 于 山特 征 值 的 菜 此 性 质 。 

定理 5. $G EHRE AR -个 于 阶 连 通 基 。 

O G lg TEE A IERI RETO. 

GD AAG HAREEK C EEK, W 
A jè ARE, JU m(.4) = 1。 

Gib 如 时 -~ 了 是 C 的 一 个 特征 值 ， 则 G 是 正则 的 二 
部 图 。 

GV) WEG 是 二 部 岗 ， 诅 4 是 如 的 一 个 特征 值 ， 则 
一 4 也 基 G 的 一 个 特征 作 ， 并 县 mO) 2mC De 

E) 6(G) Shuar (G) LG) 

Gi mR HIGH EXE, AQ x 
Ania C) Shans CH) Shuar (25 

EH: O 令 x= (% 是 对 应 于 特征 人 4 的 一 个 非 零 特 
dE d, e xs 是 具有 最 大 模 的 权 。 ERE SUE ed IL, 
不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假设 x, = 1, 则 


， D 
iA = JA =) Dan E Danla EA 
EL tel 


<x, T 
KREMT L| fu 
di) 如 果 4= .了 是 一 个 特征 值 ， 而 x 和 2 如 在 G) 中 那 
2D. 


Rogo N God S deep =A EH TRKE vo R o E t= 
xocl. ER, REA dOD=4, HON RRF vd nA 
xi=xi= 1， 等 等 ， 因 为 G 是 连通 的 ， 对 于 每 个 ; 有 doD = 
448 x1. 因此 ，C 是 J 一 正则 的 ， 商 xX 是 向 量 j,， NOME 
MEH IEW 1 的 向 量 。 


反之 ， 如果 人 是 一 正则 的 , WAD, = Bouss, 
n 


ik j= 

Gib 如 果 4= - 4 基 一 个 特征 值 ， 巾 象 在 (ii 中 那样 ， 
不 等 式 ( 米 ) 草 含 d(2) = 了 县 对 邻接 于 me 的 有 为 = x - 
- 1。 象 在 (ii 中 那样 ,这 草食 G 是 人 一 正则 的 。 并 且 , 在 每 一 
个 与 wi 邻接 的 硕 点 v. 处 , 权 痢 是 1; 在 uk 的 每 个 邻接 顶点 处 ， 
权 都 是 - 1 等 等 。 在 与 5 的 距离 为 偶数 的 顶点 处 权 都 是 1, 而 
在 其 它 项 点 处 权 都 是 ~ 1, 而 且 每 条 边 联结 两 个 具有 不 同 权 的 
顶点 。 所 以 ,G EZRA IER V -V UV s GAB S CV Le 

Gv) 假设 G 是 具有 项 点 类 六 ,和 Vz 的 二 部 图 , 令 b 是 
EV, EJ LIAE Vs 上 为 -1 的 而 数 〈 向 划 ) ， 则 x 一 > 多 
= (bixi)? 是 向 量 空间 Co。(G) 的 一 个 自 同 构 , 现在 ， 如果 
Ax= Ax, HB u: CVi, W 


(A (bx)); = Daut = Daixi- Dax 


seri oJen 

=- PX - Daa- hoa 
viere véir TED 

-- $o ,=—Axi = ~ A) 1o 


f 
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Kitbet T KerCA- D Ri KerCA b zig d ld 39, 
这 就 证 明了 mA 9 mC i)e 
Go RIEA, Lsa (CO «OD 。 注意 ， 对 于 
EO, i vs D, RPH 
<j, dn 
i 
VD tedi >=! X Dou 


ZU 
2i€4oomMe. 
A 


B, Ama (C) = max CD) 2002, 

Gi 只 要 对 一 个 -1 阶 生成 子 图 H Gatim (H) 
= {ylybu2y…pn-1j)》 证 明 这 个 结果 即 可 。 

QA eH SMEASRE, efe BE y ECH), 使 之 
Y: y SIKAY, Y> -ALODS X8 Qn, yin, 
Xsis0, x EC (G), «Dux E HICAX X» 2 «Uy, 
y>= har (H) €V CD. BEC, Au (C) Zimi UD. 5 — 
个 不 等 式 的 证 明 与 此 类 似 O 


希望 一 个 具有 许多 自 同 构 的 图 有 特别 满意 的 人 狂 质 ， 并 希 
望 这 些 性 质 在 邻接 先 阵 上 反映 出 来 ， 这 是 合情合理 的 。 图 G 
的 自得 构 群 是 一 个 群 ， 记 作 LufG ， 它 由 保持 顶点 的 邻接 性 
的 各 个 置换 组 成 。 每 个 抽象 群 都 能 表示 为 某 个 自 同 构 群 。 例 
如 ， 如 果 矿 是 任意 一 个 有 限 群 ， 考 虑 它 的 关于 茶 个 生成 元 
集 的 Cayley 图 解 。 这 个 着 色 的 且 有 血 的 重 图 的 自 同 构 群 恰 
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好 是 到 。 刊 下 杰 做 前 事 具 还 出 适当 前 于 图 代替 这 个 Cayley 
Ve en eg RU, QUIERO "m yj 和 颜色 给 出 的 信息 由 这 个 十 
这 就 产生 了 一 个 图 G， 
FF FS RARE 在 图 
W 0 中 给 出 了 一 个 合子 。 
dra C Aut G3 MC, Gf 
NBA EZAR 
卫 来 描述 。3 o EAE 
HARE O MIRE Hg f BEAG 
amao. maw, wag EEN WAEA, 8 
T ayeta ET EBAR. BUR GE 
HERRE Sy SH PEDRA R i A E A ER 
AB AatG, WABE CORSA 
HAS REH, 二 的 各 特征 空间 是 在 P THRE, 
特别 是 ， 如 果 4 的 一 个 特征 值 是 单 重 的 ( 即 它 的 重 数 是 1)，、 
则 卫 必 把 一 个 特征 向 量 映 射 成 它 本 身 的 信 数 。 这 样 , 如 果 所 
有 特征 值 都 是 间 重 的 ， 我 们 必 有 P = 7。 这 是 对 于 那些 能 对 
应 于 局 的 自 同 爸 的 置换 的 一 个 较 强 的 限制 。 例 如 ,如 果 人 G 至 
少 有 三 个 项 点 ， 且 每 个 特征 值 都 是 音 重 的 ， 则 .4atG 不 能 是 
牙 点 一 传递 的 ， 故 不 是 每 对 顶点 都 能 被 一 个 自己 构 互 换 。 
由 此 可 知 怎 样 用 表示 理论 的 方法 导出 对 具有 大 自 同 构 群 
的 图 的 邻接 甜 阵 的 限制 。 本 书 篇 幅 使 我 们 不 能 进一步 研究 这 
个 问题 ， 因 此 ， 我 们 将 用 代数 方法 来 研究 高 度 正 则 的 图 ， 尽 
7 CHE EE JH I FREE EOS SEXE II 
如 果 我 们 想 证 明 ， 除 了 可 能 对 于 其 些 参数 的 一 个 小 集 
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外 ， 某 些 正 划 性 条 件 不 能 尖 足 ， 氏 数 方法 是 特别 有 用 的 。 一 
个 这 种 类 型 的 问题 出 现在 第 队 EP: GF k i, TETE 
阶 为 =&2+1 而 围 长 为 5 的 & 一 平 则 几 ? 议 后 我 们 将 证 明 ， 
如 果 在 在 这 样 的 赂 ， 则 上 是 2,3、7 或 57。 在 这 类 问题 中 特 
别 是 外 于 对 散在 的 单 群 的 研究 ， 扩 论 有 特别 永定 的 内 容 。 以 
后 ， 我 们 将 提 到 一 些 例子 。 
正则 性 , 即 所 有 项 点 都 有 局 样 的 度 中 这 一 条 件 ,不 是 一 个 
很 强 的 限制 。 轩 为 存在 太 多 的 # 阶 8 一 正则 图 (只 要 <n 和 
An ERRO. 故我 们 必须 大 大 加 强 正 旭 性 条 件 以 寻求 有 趣 的 
类 。 设 @ 是 一 个 连通 图 ， 如 果 对 于 每 个 顶点 xE 玉 = 天 (G)， 
都 存在 广 的 一 个 划分 : VioQo0, Va, s, Vu, RT 
DWA yE 与 六 ;中 的 恰好 ci 个 顶点 侣 接 ， 则 称 C 是 具有 
增 缩 邻接 矩阵 C = (ci 的 一 个 高 度 正 则 图 。( 参 见 图 硬 ,1D 


1 2 1 
H 
Cr | ie 
ut 
A 
3 
A 
3 3 3c 


910 OI eo 

0 
E 3020 sat 
otia 0203 022 


00 10 
EW.u. 共有 塌 缩 部 委 矩 隆 的 石 边 形 ， 立 方 体 和 Petersen Bj, 
可 以 直接 由 定义 得 知 ，C 是 正则 的 ， 比 如 说 每 个 顶点 的 度 为 
ko ERRE, RRAK, BANMER MAARE C 
可 出 邻接 矩阵 4 用 下 述 方法 得 到 ， 
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€u7 X 


aa 

此 处 u EV HEARE: 上面 的 和 与 凡 的 代表 u Ake 

WE Cit A MSS. PUEDES AR EROR Ee C 特别 感 兴趣 。 
BERTHA x 2v) BITE Vm (nu), Vz s 


Vs PIE Gm. z, EC 的 形式 和 组 成 的 p 一 维 


复 向 量 空 间 ， 并 令 ， 
c Co(G) 一 人 > 已 
是 由 


(Em) ZG. 

给 出 的 线性 映射 。 当 然 ，C 能 看 作 将 了 映 成 其 自身 的 一 个 映 
射 。 

定理 6. 

G) zA4-Cs, BISE-P 4g X €Co (G), x (AX) = 
CX). 

di) RAER A ARAN B PE C 有 同样 的 最 小 多 项 
式 。 特 别 是 ，2 是 4 的 特征 值 当 且 仅 当 它 是 C 的 特征 多 项 式 
的 根 。 

证 明 ，(i) 我 们 来 证 明 C420 =C), DL AE vi JE XE 
NCF—AERCUUR v € V, dE EL. Ou T MESE Ao 只 须 


检查 两 边 的 第 1 RARUS EN. SR SV, Bx 
Gr (Av) 1 = Bar 


rm 
和 
E IE 


(C Gu), = CF, 
依 定义 ， 这 些 等 式 成 并 。 
GD 令 g 蚌 C 的 最 小 多 项 式 ， 为 了 证 明 g(4) -0, R 
对 称 性 ， 只 斋 检 查 对 于 每 个 x 都 有 《4g《4)X) 1:7 0, Wi Rt 
H: 


QAD = lg AD = O aD 
={0)1=0 
BZ, BH CO =P，44 的 最 小 多 项 式 零 化 C。 D 


这 个 结果 能 够 使 我 们 更 严格 地 限制 可 以 作为 坊 缩 邻接 给 
降 的 矩阵 C。 

定理 7. AG EÂ n e e a dE p a A HE E UI 
B, CHRR RRKEREC Phi, 42s 0s, ÆC 的 特征 多 
项 式 的 根 ， 它 们 都 与 G 的 顶点 的 度 上 不 同 ， 则 存在 自然 数 
ma, Mzee M fË 


. 
Xm =n-1 


ri 


MXmdà--h. 
[pri 


证 明 : 由 定理 5 我 们 知道 ，4 2 ARE AMERT a 
之 外 的 特征 从 ，k 有 重 数 1。 这 样 ， 如 果 m(4:) TEE: 
数 ， 因 为 Co(C) 有 由 4 的 特征 向 量 组 成 的 标准 正 交 基 ， 则 


1+ Dmh) =n 
名 
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并 且 ， 国 为 4 的 迹 是 0， 日 基 的 改变 不 改变 迹 ， 放 有 


他 4=R+ DnA 0A, -0. ü 


eoi 


KEM T TR EAEOI REMANAUTI. SRSIAEP Ais 42，…， 
水 个 二 有 名 数 时 ， 条 什 更 不 容 努 满足 ， 故 这 排除 了 构造 许多 
有 再 似乎 可 行 的 参数 的 高 庶 正 则 图 的 可 能 件 。 对 十 所 谓 强 
正则 的 图 ， 我 们 将 把 条 件 政 写成 更 有 暇 乙方 的 形式 ， 如 果 疼 
GA RENI, JEFE QI PAP SEBEBUR HE a 个 公共 的 邻接 
顶点 ， 伍 何 陋 个 不 邻接 的 项 点 恰 有 5 之 1 个 公共 邻接 顶点， 
则 称 G 是 具有 参数 (8,4,b) 的 强 正则 图 。 换 言 之 ，G 是 其 有 
38 A AE BEA ME 


o 1 0 
e k ü b ) 
0 k-a-] k-b 
Tfj zSHE IE E o ` 
定理 8。 如 果 存 在 共有 参数 (8,6, 如 的 zx 阶 强 正则 图 ， 则 


BUM 91-1) b- 0) - 2k 
mum HU V pr- Cyn] 


都 是 自然 数 。 

证 明 ， ABHA EC 的 特征 多 项 式 是 x3+ (~ 
-k)x? + (bh Eb- lox ek(k-b),) x- kl, RNR 
得 与 & 不 同 的 根 是 


Ai ha abt {be -4k 
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依 定 理 7， 存 在 自然 数 m Mro, CAE 
m +m:=n-] 

和 
midi mos -=ke 


Fim, 和 ms WATEA IAR REMONT o B 


有 时 称 定理 8 HEMRA YEA, RIER T 
证 明 这 个 结果 也 很 容易 。 事 实 上 ,如 困 4 中 是 -个 天 有 参数 
Gi, 5,2, 6) 的 强 正则 图 的 接 邻 年 阵 ， 列 
k 如果 i =j。 
CA, ia WR EEO, 
b RERE. 


内 此 
A =R+ad+a-7- 4, 

此 处 7 RUE TWO RER. DRUG, 7 JR LPS 
项 式 ， 故 了 和 A 是 可 联合 对 角 化 的 .注意 ,7 仅 厂 两 个 特征 
df. n. EHER D o CHEA n 1。 我 们 容易 求 得 4: 和 
42 如 上 《参看 练习 28) o 

现在 ， 我 们 将 使 用 有 玛 性 条 件 来 尾行 我 们 的 关于 圳 径 为 
2 或 围 长 为 85) 的 Moore 网 的 诺言 。 

REI (RWRTEdE TORO 2 BY n 1 的 一 正则 
FG, Wkz2,8.7 和 57。 

WW. HANER TA, GREGIS G.O, 
DRENE. RETAK, iW Ep EDT- 
个 必 成 立 ， 
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G) G-D-2k-k'- 2k =0 Tin- 1= & HEIC, 
D 1440- D -4k-8 是 一 个 平方 数 , 比 如 说 要 -3 
现在 ， 如 果 人 成 立 ， 则 卢 = 2。 
如 果 (ii) 勤 立 , 则 R= 1+3; UEA A BOR (SM 
4 
示 式 ， 我 们 求 得 


， ， 
ee 


up 
s5 + st 4 65? ~ 25* + (9—532m,)s- 15 20. 

因此 s 除 尽 15， 故 s 是 值 1 3，5 和 15 之 一 ， 这 就 给 出 了 
k21,9, D EUST, WR — 1 这 种 情形 显然 是 不 能 实现 的 。 

值得 注意 的 是 ， 对 于 k=2，3 和 7?， 存 在 给 一 的 直径 为 
2 《〈 故 围 长 为 5) 而 阶 为 &*+1 的 一 正则 图 。 特别 是 对 于 
户 = 2， 它 是 五 边 形 ， 对 于 &= 3， 它 是 Petersen 图 ， 但 是 ， 
还 不 知道 上 =57 是 不 是 可 以 实现 。 

散在 的 单 群 是 这 样 一 些 单 群 ， 它 们 不 属于 由 素数 阶 循环 
群 、 度 至 少 为 5 的 交规 群 和 李 型 单独 组 成 的 各 无 穷 序 列 。 我 
们 在 前 面 说 过 ， 散 在 的 单 群 常常 同 强 正则 图 有 联系 。 例 如 ， 
存在 一 个 具有 参数 (162,105,81) 的 强 正则 图 ， 而 898128000 
阶 的 Machaughlin 群 是 这 个 图 的 月 同 鬼 群 的 一 个 指数 为 2 
的 子 群 。 类 似 地 ， 存 在 一 个 具有 参数 (416,100,96) 的 强 正则 
图 ， 而 448345497600 MANAY Suzuki HEXA EK A 
BOAR 2 的 子 群 。 
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$3 计数 和 Pólya 定理 


结束 本 书 前 我 们 必须 考虑 下 列 可 能 是 有 关 图 的 最 基本 
问题 ， 即 它们 中 有 多 小 个 是 存在 的 。 我 们 可 能 要 计算 具有 给 
定 的 项 点 集 的 图 的 数目， 或 者 ， 我 们 可 能 对 某 些 图 的 同 构 炎 
的 数目 感 兴 趣 。 正 象 我 们 在 第 可 章 中 所 看 到 的 那样 ， 计 算 标 
定 图 的 数目 相对 地 比较 容量 ， 例 如， 在 二 个 顶点 上 存在 2(3) 


er! 个 标定 图， 其 中 ( Dei m aot, 并且， 通过 把 第 工 膏 


的 定理 8 应 用 于 完全 图 ， 我 们 容易 证 明 出 存在 品 "个 = 阶 

标定 树 。 这 个 结果 首先 由 Cayley 获得 ， 我 们 这 里 将 介绍 它 
和 由 Prüfer 给 出 的 证 明 ， 这 个 证 明 不 用 第 下 章 的 定理 8。 

定理 10。 在 x 个 标 了 号 的 顶点 上 存在 mn"? 个 树 。 

EN: 象 在 第 页 章 申 那样 ， 令 亚 = {1,2,…，#} 是 顶点 

集 。 给 定 一 棵 树 了， 按 下 述 方法 给 T 加 上 上 代码， 去 掉 具 有 最 

“小 标号 的 端点 ， 写 下 其 邻接 顶点 的 标号 ,不断 重 复 这 一 过 

程 ， 直 到 仪 剩 下 两 个 顶点 

为 止 。 所 得 到 的 代码 是 长 

度 为 4~2 的 由 1,2,…, on 

中 的 一 些 数组 成 的 一 个 序 

mW., aeng Priten T A, EBERT 

(3,8,11,8,5,8,3,5, 3)。 中 都 可 能 出 现 若 二 次 (B 

KLEVE 12) 。 读 者 可 以 检查 ，n"! 个 可 能 的 代码 中 的 每 
一 个 都 对 应 于 唯 -的 一 井 桂 。 口 
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Tii Ej NL, BE d 的 一 个 顶点 的 标号 在 这 棵 树 的 Prtifer 
代码 中 出 现 恰好 d ~1 次 。 所 以 ， 这 个 证 明 有 下 而 的 推论 


推 沦 11， 令 di<da<…<d, ARRERA di> 
VY. an- 2， 风 具有 度 序列 dD) D n Uri t E M 


ia 
吓 由 多 项 式 系数 

" "-2 

M -1, da-1, sd,- J 
给 出 。 口 


如 果 我 们 想 要 在 辐 构 的 意义 下 来 计算 荣 种 图 的 数 自 ， 我 
们 遇 到 的 困难 完全 变 了 。 给 定 具有 公共 顶点 集 矿 的 图 G, 和 
G2， 它 们 什么 时 候 同 粉 ? 如 果 存 在 矿 的 置换 S, CEG 映 
射 成 Gz， 则 G， 与 Gs 同 构 。 当 然 ， 严 格 地 说 ，x 不 是 作用 
在 图 上 的 ， 它 仅 导 出 顶点 对 集 X SVO RII MES, 正 是 
a dB G: 的 一 条 边 映射 成 G2 的 一 条 边 ， 并 把 G 的 非 边 映射 
成 Gs 的 非 边 。 现 在 ，B ,自然而然 地 等 同 于 万 的 一 个 子 
集 ,或 者 换 包 话说 , G ; 等同 于 一 个 函数 fi X 一 >{0,1} 。 
Et, Gi BHF G: HANH fo XV” K — Who 
CIIM ERa) , atf = fa， 此 处 e* E a RA 
MARO, F 上 的 一 个 冒 换 。 这 样 ， 计 算 同 构 意 义 下 的 图 
的 数目 问题 是 下 而 问题 的 一 种 特殊 情形 。 给 定 集 X. Y 和 作 
HEX EHRT, 令 玉 以 遗 常 的 方式 作用 在 两 数 集 yx 上 。 
在 yx 中 存在 多 少 个 轨道 ? 这 一 节 的 主要 目的 是 介绍 PolYa 
1248 7 


的 一 个 很 好 的 定理 ， 它 回答 了 这 个 问题 。 

令 卫 是 作用 在 一 个 (有 限 ) 集 民 上 的 一 个 置 痪 群 。 对 
Tx, y€X, Wx—vrHDORNXPT OX aCD, y-ax, 
则 ~ 是 世上 的 一 个 等 价 关系 ,如 果 x~y, 我 们 说 在 三 之 
FIERT y。x 的 等 价 类 称 为 x NA b ECAEX S 
执 道 ) ， 记 作 [x)。 对 于 x*，yEX, 记 

T(x,y) ={a€ET, az= y). 
当然 六 (x y) 非 空当 且 仅 当 [x]=[yJ， 即 x* 和 属于 同一 
Ai. DOO = 厂 (x,x) 是 x 的 稳定 子 , 它 是 栈 的 一 个 子 群 。 
EX, HE y= Bx， 则 d 

P(,9y) 2 {aax = y) = {alax = fx) 

siap aer Broo, 

故 三 (Xsy) 是 站 (x) 的 一 个 障 集 。 我 们 看 出 ，! 站 (x) RRF 
t 的 等 价 类 ， 故 我 们 可 以 记 7 

sx» s [60]. 
显然 

Ta Uray), 
而 这 给 出 

EDIS LITO a [Cx 1s (Cx)) o 

这 一 节 标 题 中 提 到 的 定理 是 基于 Burnside 引 理 的 一 种 
诺 法 ， 这 个 引 理 有 关 轨 道 的 “ 权 ” 之 和 。 令 O1,…, O01 是 各 
工 一 轨道 ， 令 A 是 一 个 任意 的 Abelian 群 (其 中 的 运算 写作 
mM Hew: X—— A 是 在 每 个 圈 道 上 为 常量 的 一 个 也 
数 。 我 们 称 w 为 权 函 数 , 并 定义 0; 的 权 为 wO) swa), 
xEOi。 对 于 置换 a CD, E FORRE a 作 男 下 不 变 的 元 
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KKE, WF 2(x€X,ax 2x), dE, EFO MH 
fore c roo, 


: 
3812, [DUX 0 - Low. 


m ACT, SERN 


Ag. X DLvo Y; Bew. 


acT wera acx acp 


-5 L Buw 


iei acO; asra 


BORD $a 


in az, acri 


= $u(0010. [00 


in 


: 
=IT| wO, >e ; 
E n 


Burnside 引 理 原来 的 形式 是 在 取 AZ 30 w 1 的 情况 

下 得 到 的 ， 
NO» AE E JM b 
` ET ketas dU 

JtAb, NO) =I 是 轨道 的 数目 。 

我 们 用 两 个 很 简单 的 例子 说 明 ， WE Burnside 5D t& 
可 以 用 来 计算 某 些 对 象 的 等 价 类 的 数目 。 

例 1. &X-i(in25s08r-ü, AD, GO, 022 
(353, NO») 等 于 什么 ? 显然 , FO) = {1,2,3,4}, F(120 = 
(3,4, FCG4D = 0,2) 8 FAD Q4 = 区。 这 样 ，N CD 
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= 1 {4+2+2+0}=2. 


例 2， 考 虑 由 5 颗 珠 子 做 成 的 所 有 手 锣 ， 珠子 可 以 是 红 
的 、 蓝 的 和 绿 的 。 如 果 将 一 个 手镯 旋转 可 以 得 到 另 一 个 手 
饥 ， 就 把 这 两 个 手镯 看 作 是 相同 的 ，〈 不 多 许 番 转 ! ) 有 有 多 

” 少 个 不 同 的 手镯 ? 

在 这 种 情形 中 我 们 选取 邢 是 所 有 35 = 243 个 手镯 的 集 
R HAT RERE X 上 的 5 阶 循环 群 Cs， 则 该 问题 是 ， 
二 有 多 少 个 轨道 ? 对 于 单位 元 素 ICD, BAS FO -X, 
对 于 每 个 非 平凡 的 旋转 a E 厂 ， 仅 3 个 单 色 手镯 在 < 下 是 不 


变 的 , ND = 243+3+8+3+3}=651, 


第 二 个 例子 有 点 象 我 们 真正 想 解 决 的 问题 . 令 三 是 一 个 
CHED 集 呈 的 一 个 园 换 群 ， 令 RIEN CHR 集 ,我 
们 考虑 从 刀 到 只 中 的 所 有 阔 数 的 集合 R^, TERNE 
作用 在 RP 上 ， 即 定义 a*，R? 一 > Ro 为 
(a*f) (d) =f lad), f C RP,d C D, 
于 是 
P*z(a*a€D) 
是 R? 的 办 换 的 一 个 群 ， 作 为 一 个 抽象 群 ， 它 同 构 于 太 ， 而 
我 们 将 它 与 疡 低 别 ， 仅 仅 是 为 了 强调 它 作用 在 RO ZE, UE 
Teide D E. 
由 于 与 Polya 定理 关 的 习惯 ,我 们 采用 直观 的 术 证 。 
DD 称 为 城 ， 而 它 的 元 素 称 为 位 ， 卫 是 值 城 ， 而 它 的 元 素 称 为 
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图 形 ， 在 R? 中 的 函数 叫做 掏 形 ， 最 后 ， 一 个 型 是 在 * 下 
构 形 的 等 价 类 ， 即 一 个 "一 轨道 。 我 们 的 主要 目的 是 计算 
不 同 的 型 的 数目 。 

这 种 术语 的 起 源 是 ， 一 个 函数 SER 是 一 种 安排 , 它 把 
某 些 图 形 安排 在 一 些 位 上 ， 使 每 个 位 上 恰 有 一 个 图 形 , 但 
是 ， 每 个 图 形 根据 我 们 的 要 求 可 以 尾 党 安排 在 许多 位 上 。 被 
D 的 元 素 相互 映射 的 两 个 构 形 有 同样 的 型 ， 而 不 加 区 别 。 这 
样 ， 在 第 二 个 例子 中 ， 位 是 1,2,3,4 和 5， 图 形 是 >，8 利 9 
CERE, EAR ， 而 一 个 构 形 是 形 如 g,b,6,r,8 的 一 个 
序列 ， 即 手 锝 。 群 古 由 12345) ER, RRRA REK 
同 的 手 个 。 

除了 计算 不 同 的 型 的 数 县 之 外 ， 我 们 可 以 要 求 计算 具有 
某 种 性 质 的 型 的 数 月 。 结 果 是 ， 折 有 这 些 问题 都 可 以 一 次 解 
决 ， 只 要 我 们 充分 地 了 解 作用 在 D LR T eh RE B K T 
环 结构 ， 交 乐于 存储 许多 关于 于 的 信息 。 

每 个 元 素 2E 厂 作用 在 D LARRAZKEN AAA 
换 )》 的 本 质 上 唯一 的 乘积 。 如 果 a=&162.…én 是 这 样 一 个 
积 ， 我 们 说 1，#2，*…， 纪 是 a 的 图 环 。 我 们 将 长 为 1 的 
循环 也 包 食 在 这 个 乘积 中 ， 故 每 个 <E D 出 现在 恰好 一 个 特 
环 中 , MRA ELERE COP ROORMPEH, US Lnd, 


kei 


[AXE EEIPLETETSMETIITEREI 
ZG =d。 注 意 ， 出 现在 Burnside 引 理 中 的 !F Go Li. 


X iQ, EE o 作用 下 不 动 的 元 素 的 数目。 我 们 定义 三 的 
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循环 和 为 
. 4 
Zsa ea) = S ait? 


ZR 
ix RUE EIE d-lDi. WARE, ZH TXEDIE 
WpDMHER, MEURTRE. MER, BEST 
Jk a1,05, 7,0 的 具有 整 系 数 的 多 项 式 ， 它 告诉 我 们 各 种 特 
HET 的 元 义 中 的 分 布 。 当 写 出 循环 和 时 ， 记 住 对 于 每 个 a 
有 于 ji(a) =d 是 有 益 的 。 为 我 们 所 熟知 的 大 的 循环 指数 


EZD = G/IDD ECria an。 因为 我 们 将 
考虑 一 般 的 环 而 不 仪 仅 是 通常 的 具有 有 理 系 数 的 多 项 式 环 。 
我 们 必须 使 用 御 环 和 ， 因 为 我 们 不 能 下, 六 | 来 除 。 

令 4 是 任意 一 个 可 换 环 ,并 令 由 : 一 >A EARR 
我 们 称 w GO SEDE rR, XET bo 1,2, 0E UB REESE 
和 如 下 : 

s= Yumo 
h 
JFR, BUE f ER? 的 权 是 
wi = Uudw) 


acb 
显然 ,在 T* 干 等 价 的 任何 两 个 构 形 有 同样 的 权 ， 故我 们 可 
以 定义 型 O: 的 权 如 下 ， 

um(OD 2w(), fEOio 
我 们 的 目的 基 研 究 型 和 

Sz u0», 


m 
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此 处 ，002,…,O 是 忆 * 一 轨道 ， 即 不 同 的 型 。 

WE, we), wl), s 和 S 都 是 我 们 可 换 环 4 的 元 素 。 
如 果 我 们 有 办 法 确定 型 和 S， 我 们 就 要 选取 A ARAR w: 
一 >4, 使 得 S 可 以 “ 译 出 来 "以 告诉 我 们 所 有 我 们 想 知 道 
的 关于 型 的 各 个 集 的 信息 。 实 际 上 ， 我 们 总 是 将 4 选 作 一 
个 多 项 式 环 (Z G0 ,Q[x,y] 等 等 ,), 而 ww(r) 通 常 是 首 1 多 项 
式 。 我 们 寻找 的 信息 则 由 多 项 式 S 的 某 些 系数 给 出 。 在 我 们 
HERRE Polya 定理 证 明之 后 ， 我 们 将 给 出 儿 个 例子 。 

EE 13, (Polya 计数 定理 ) 

IDIS- ZU isi, 52, 7,8). 
”证 明 ， 依 据 引 理 12， 有 


i 
IrIS=| PU Su(007 € wtf. 
Z 


gei aF. ftat 
Pt ={f ER?，f 在 0 的 每 个 循环 上 是 常量 } ， 故 如 
H Één, 5 是 4 的 循环 ， 而 sE5: 表示 4 是 御 环 5; 的 
一 个 元 素 ， 则 
F(a*) «(f € R^, r, CR, HIR a CE, 21,2, ,m, 


 fo-rj. 
B. 
Fup = METRE 
fiFat FDCR i-i 
à < 
= (Bon jes DELGA 
xa xe 


d ~ 
irs= > Usi" sZ isisa sd O 


aD ks 


和 如果 | 六 | 在 环 A PARLE, wm, MIA 98 
孝感 上 的 一 个 多 贰 式 环 ， 则 定理 13 也 可 以 写成 更 常见 的 开 
ED 

SKZ isis, tpa) o 
现在 我 们 来 说 明 此 定理 如 何 辽 革 。 


例 3， 我 们 再 考虑 用 5 颗 珠 子 做 成 的 手镯 ，5 E RO 
以 是 红 揭 ， 蓝 的 和 绿 的 ， 则 D={1, 2 3, 4, 5) 是 珠子 的 位 
JH, R-ír,b,g) EB, CRUDO S2, i DC 是 由 置换 (12345) 
生成 的 5 MAREC, MKA Z= gj+ dos, FERRAZ 
Mw) =wh) =w(g) =l, RIRE, HFEA kys = 3， 


故 55=35+4x3， 因 为 每 个 型 《手镯 ) 有 权 1， 存 在 二 n 
+12} = 51 个 不 局 的 型 (手镯) 。 

XR A4 SZ, yM wr) 21,00 2x,9(G) = y, 我们 
RA S- exe) exten), Wc, dir B 
从 S 的 这 个 形式 中 获得 许多 信息 。 例 如 ， 一 个 手镯 有 权 y 
当 且 仅 当 它 有 2 里 红 的 ，1 BUKOM 2 颗 绿 的 珠子 ， 这 样 一 


来 ， 这 种 手镯 的 数 日 是 多 项 式 S 中 xy* 的 系数 ， 即 是 O/D 
(51/2120) =6。 
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例 4。 如 果 在 前 面 的 例子 中 ， 我 们 允许 翻转 ， 会 发 生 什 
么 情况 呢 ? WRR, T 是 二 面体 群 Ds 它 是 正 五 边 形 的 对 
称 形 的 群 ， 它 的 循环 和 是 中 + 4as+ 56102。 这 样 ， 如 果 我 们 
象 前 面 那 样 取 4= Zex, ylw) = lwh) 2x, wa =y, 我 
们 求 得 包含 ? 颗 红 的 、 1 颗 蓝 的 和 2 显 绿 的 珠子 的 手镯 数 是 


dede Ca exe eia ee ym esaexe y) eats 
YO pmi xy? 的 系数 ， 邑 8+1=4。 


例 5， 这 是 Polya 用 以 说 明 它 的 定理 的 例子 。 把 3 个 红 
的 ,2 个 蓝 的 和 ] 个 黄 的 球 放 在 一 个 正八 面体 的 6 A BUS. buff 
多 少 种 不 同 的 方法 ? 八 面 体 的 对 称 性 的 群 有 循环 和 a + 6018, 
* 30,0; + 601 8aj; aj 来 壬 单位 元 素 ,6qia4 来 自 绕 通 过 一 对 项 


ARREZ, saia 来 自 绕 周 一 轴 旅 转 oak A MEL 
对 边 的 中 点 的 轴 旋 转 n BE, 办 是 对 应 于 绕 通过 一 个 面 的 
中 心 的 轴 的 旋转 25/3 的 加 项 + 。 取 A FZE 0, w( =1， 
wd) =x Rot) = y ,我 们 看 出 ， 要求 的 数 是 在 二 Ce x+ 


»845604xr y) OGex*e yt) 30x y)! Axt 
SP c e x^ e y!Y e g( e x? e y? Mp? y RAE 3。 


到 现在 ,我 们 已 经 可 以 清楚 地 看 出 ， MERMA Z. 


*ORODULMDSDR. BÈ. 
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7rER， 须 以 及 的 元 素 为 下 标的 各 变量 在 整数 集 上 的 多 项 式 
坏 ， 而 不 取 一 般 的 可 换 环 4, 而 且 我 们 定义 权 函 数 为 ww(r) = 
.并 不 影响 定理 的 一 般 性 。 于 是 ， 型 和 5 包含 定理 所 能 给 
对 我 们 的 金 部 信息 ， 特 别 是 ， 如 果 w， R 一 >4 是 任意 一 个 
RER, MARBRE S HP EJ m CO ER x, (93). 4B 
是 ， 如 果 民 很 大 ， 而 我 们 又 不 选 一 个 比 ZEx,:r ER “更 小 ” 
的 为 手头 问题 特别 设计 的 环 ， 则 计算 可 能 无 法 进行 。 当 然 ， 
较 小 的 环 的 选取 与 在 S 中 作 一 个 代 换 等 价 。 


fic. 把 红 ， 蓝 ， 绿 和 黄 四 种 球 放 在 正八 面体 的 顶点 
E, 用 忆 ,类 示 这 种 型 的 集 ， 在 这 种 柜 中 ， 红 球 和 蓝 球 的 总 
数 等 于 i(mod4)，iPo| - | P21 等 于 什么 ? 

正八 面体 的 旋转 群 的 循环 和 已 在 例 5 中 算出 ， 它 是 af+ 
Gala, + 3aj2; + 6aj - aj, 

4 A-CAR BU, F wi) -2u(b -i, wig) =w(y) 
=1, 则 对 于 一 个 型 六 WEEP Rew =i 如 果 
f€Ps,Few(f) =-1 WE SEP, UPa, Rew (f) 20, iX 
P, Pol- 1Ps| 恰 是 型 和 的 实 部 ， 由 于 5s1 20+, s25 
0,55-20- 08 5,7 4, 我们 立即 看 出 ， 在 代 换 之 后 ， 每 项 
RREA 0 

[Pol] = [Palo 

我 们 之 所 以 要 研究 置换 群 的 轨道 是 因为 要 计算 同 构 意义 
下 的 图 的 数目。 我 们 认识 到 ， 这 相当 于 计数 作用 在 {0,1}* 上 
BE T. KA, HGRX VU, 而 厂 : 是 作用 在 天 上 前 
置换 群 ， 它 是 由 作用 在 六 上 的 对 称 群 导出 的 。 故 依据 Polya 
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定理 ， 只 要 我 们 知道 了 置换 群 站 , 的 循 坏 和 夺 ， 我 们 的 问题 
就 得 到 解决 了 。 现 在 ， 写 出 这 个 循环 和 的 显 式 是 轻而易举 
的 ， 但 是 ， 因 为 它 的 形式 不 太 令 人 满意 ， 这 里 我 们 就 不 列 出 
KT. H, ETX 的 较 小 的 值 外 ， 它 用 于 实际 计算 是 太 
腰 糯 了 ， 而 用 随机 图 的 方法 导出 的 渐 近 公 滤 却 容 易 得 多 CR 
看 第 如 章 毕 习 22 822 。 
最 后 , 我 们 说 明 Polya 定理 的 一 种 推广 包括 下 列 情形 ， 

即 还 有 一 个 梯 作 用 在 本 数 信 域 上 。 鲍 如 ， 如 果 我 们 令 52 作 
用 在 上 面 例子 中 的 {0,1} 上 ， 我 们 不 区 别 图 和 它 的 补 ， 因 此 
可 以 计算 岗 构 隆 其 补 的 图 的 数 崩 。 


[练习 } 


1。 高 出 四 元 群 <a, bja? =b = (ab'v t$ Cayley 图 
LE 

2. di«a,bla? =b? 21,a5- ba», «a, b|a* =b? «1, 
ab =ba > La, b |a? « b* = (ab)? 3 1» t Wr. 

3。 使 用 尤 拉 公 式 和 关于 Cayley 图解 的 知识 导出 : ER 
«a,b,c|a* 2 b3 =c? - (abe) 1 p, datori, 

4. Kup. 系 于 三 时 形 纽 结 的 Cayley 图 解 是 在 图 三 .5 
中 描述 的 图 。 

5。 等 出 在 图 宕 ,13 中 给 出 的 纽 结 的 表示 。 证 明 ; 五 叶 
A^ Tf gl =g >, WAS NSUBE 

«a, b|ababa-1b" babab laib 15», 
6 WA: £8W.4 KBW. F na h p, 
* 258 * 


没有 两 个 元 是 同 构 的 。 

7。 一 个 闭 的 志 格 为 2 的 可 定向 曲面 可 用 下 述 方法 得 到 ; 
把 八 边 形 的 四 组 不 邻接 的 边 的 对 等 同 起 来 ， 设 如 图 什 、14 所 
Fo ROCKS dCUR C 01,02,03,24 [8,42 -104at 0382047! 
as 7. 证明: X Cayley 图 解 是 双 曲 平面 的 一 个 分 格 。 扒 
导 : 等 于 1 的 任何 非 衬 婚约 字 必 包含 长 至 少 为 5 的 一 个 子 
字 ， 它 是 循环 写 出 的 关系 于 或 它 的 过 的 一 部 分 。 《如约 字 
是 任何 生成 元 都 不 出 现在 共 闻 的 旁边 的 字 。) RE: 考虑 


通道 [WV 的 离 1 最 远 的 部 分 。] 
I9 
1 
b 


a d 
ę f 
o 
BW.. THREE UM 
8。 证明, 二 面体 群 刀 , 印 正 # 边 形 的 对 称 性 的 群 有 表示 


E «a,bla" s b? = (ab)* 2 15. 它 
o 、 4$ Carey BAUER AO 
9, & 8 —^4 8, X Cayley 
" u 图 解 是 有 8 个 三 角 面 和 6 个 八角 
38 63 f ror dee 
03 [II 


10. 画 出 下 列 各 群 的 Cayley 

a 

RH.. 一 个 号 格 为 2 的 可 图 解 : (G)<a,b lab =ba>, 在 欧 
定向 曲面。 ANEHURE E, Goa, blb", ob 
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bao, EXGREE, G«ae,blan-b" 1,00 - ba, E 
HEL, GO«ab,clat-b*zct-abc-i1D, EXBCEE 
上 。 ， 
11 检查 在 图 什 。3 中 说 明 的 Cayley 图 解 的 例子 ， 并 
证 明定 理 1。 
1r. 4 4-«a, bla? 
2b'- (a =1> 和 B= 
<b. Ahh B Schreier 
BA ET A EMT 

197, SH A4 dra, bc 
ER, BAK- 
At) & B Schreier IBM. 
ERW. P$R. FHB 


FjW.i5, ARR B ff Schreier 
Bi 的 一 组 毕 成 元 的 集 。 


14, 令 4 是 在 a、b 和 c 上 的 自由 群 ， 昌 是 所 有 平方 组 
成 的 子 群 。 可 的 模 召 的 Schreier 图 解 是 什么 样 鸭 ? RAB 
的 自由 生成 元 的 一 个 集 。 

15。 在 一 个 牧 为 色 的 自由 群 中 ， 有 多 少 个 指数 为 2 的 子 
B 

16, 824 ENOGU—A BUS, 有 多 少 个 指数 为 
分 的 子 群 ? ` 

17, EH: -AE RER DHH F -Aye F 
中 有 有 限 指 数 当 且 仅 当 忆 是 有 限 生 成 的 并 且 存在 自然 数 m 
GUTAA RW, W*CB. 

18, Peterson A CE BV 11 中 给 出 ) 的 自 同 构 群 是 全 
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4? R Kneser A KV" Oki, sore D 的 自 辣 构 群 。( 参 
op. 149. dB. KE HORE 3— M EE 
任何 一 条 长 为 8 的 小 可 由 一 个 自 同 构 映射 成 任何 另外 一 条 长 
为 3 的 路 。 

19, Tutte 8 一 第 对 于 9 = 1,2,，…，10 有 顶点 nian, 
iR ns nm 以 及 ns 与 R83， 并 联结 各, 5m, AEn- 
六 | 三 士 iCmodI0)， 证 明 ，Tutte 8—4% 45 E LL RESA 
一 传递 的 。 

20。 求 Grotzsch 图 (参看 p。149) 的 自 同 构 群 。 

21, APRH Abelian H EAR? 

22。 物 造 一 棵 具有 平凡 自 辐 移 群 的 非 平 凡 树 。 

23。 令 (0) 是 具有 平 几 自 同 构 群 的 nn 阶 图 的 最 小 级 , 证 
H: AFEA n3, fO, RE nog, f/i 
le 

24, EH: MEEGA kRAS 循环 ， 
财 人 至 多 有 天 十 中 个 单 便 特 征管 。 

25, E: 其 自 同 构 群 是 顶点 一 传递 的 一 个 奇 阶 连通 图 
恰 有 一 个 单 全 特征 值 。 

26 -。 令 二 是 一 个 图 G HARER, 证明; (4D 是 长 
为 了 上 的 pi 一 局 递 道 的 数目 。 

27. ARRS? ERR Po), OO, e RLM T: 
Po{%) =1,. pi CO 9x, pOh, epu) Epa Q0 
- G- D pics Q0 ,1 这 3， EB. 如 果 4E AS he IE WE 图 的 
AREE, HOAD a RKA IH ou DII 

28. WE p. 245 所 建议 ， 完 成 定理 8 的 第 二 个 证 明 的 
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细节 。 ` 

29, i9], RE J《( 其 所 有 元 素 都 是 1) 是 在 邻接 矩阵 了 4 
中 的 一 个 多 项 式 当 县 仅 当 G 是 正则 的 和 和 连通 的 . 

30。 册 综合 定理 5(Yi) RE Yd xS 148: OS 
Asa (G) t 1s 


81. 4 fo G0 2 J cat £8 GO pde HO. 的 特征 


多 项 式 ， WH.con1,0120,022 - (D, 而 -cs 是 在 G 
中 的 三 角形 的 数目 的 2 倍 。 

32。 令 fce00 是 @ 的 特征 多 项 式 , 证明， 如 果 e=xYy 是 
Gi —4H, N 

(0 fo) e fo. 00 fotene 

现在 令 已 是 具有 2n 个 顶点 的 一 个 森林 ， 用 中 表示 独 
立 这 的 有 一 元 素 集 的 数目 。 Gi, de 是 [一 因子 的 数目 ) ， 
证 明 ， 

fo =x?" dix dx t + (1) "do 
d, 8j f fk 9p? 

33, $G 是 一 个 包含 一 个 奇 图 的 连通 的 有 一 正则 图 。 在 
spo 把 一 个 计 获 器 放 在 一 个 顶点 处 ， 对 每 个 计数 器 ， 设 其 
在 一 个 顶点 XxX 处 并 表示 时 刻 f， 在 与 % 邻接 的 每 个 顶点 处 放 
一 个 表明 时 刻 t+ 工 的 计数 器 ， 并 移 去 原来 的 计数 器 。 证 
Wi. Yit, n CO /E REIP AREE, winto k 
示 在 时 刻 时 绑 点 处 的 计数 器 的 数目 。 和 如果 不 从 各 顶点 把 
计数 器 去 掉 ， 相 应 的 断言 如 何人 提示 ， 存在 由 邻接 佐 阵 的 特 
征 向 量 组 成 的 标准 正 交 基 。] 
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34, —^ n BEER RUE RUE G 的 任何 两 个 不 邻接 的 顶点 
都 能 被 @G 的 一 个 自 同 构 贞 成 任意 的 另外 两 个 不 邻接 的 顶点 ， 
证 明 ; G 是 强 正则 的 。 人 的 特征 值 是 什么 ? 上 和 必须 满足 
tigt? 

35， 令 C Æ— AR E E A e aR an BE E E, E 明 ， 
《CD41 是 从 一 个 顶点 到 其 自身 的 长 为 1 的 通道 的 数目 .所 
RCUHARCTRE. 

36. X EA IRMELTI, BER t Petersen H 45 HE fg 4p dk 
矩阵 的 特征 值 一 定 是 有 理 数 ? 

37. ER Gb, AVAST EB d ARDOE 
顶点 ， 每 两 个 不 邻接 顶点 恰 有 两 个 公共 的 邻接 顶点 ， 证 明 : 
对 于 在 {1,2,7,11,56,497} 中 的 某 个 上 ，G 是 281 prt k-- 
正则 图 。 

38. 4 G Eo S3 (,0,0) 86 — A 100 阶 强 正则 B, 
中 的 可 能 值 是 哪些 ? 当下 =22 时 ， 求 其 蛙 征 值 。 

39, M 19 的 结果 计算 Tutte 8 一 第 的 特征 值 。 

40。 给 出 定理 10 和 推论 11 的 详细 证 明 。 

41。 证 明 :* 有 18 一 122 EET Su OE BUE n 

42。 证 明 ， 在 所 有 半 定 村 中 大 约 有 1e, X — MES 
点 的 度 为 1， 此 处 ，e =2.71828.….…。 (SEFUE ENA 
TTo) 

43. ARG, DRĒEAn ATRAGA EER kA 
度 顶 点 的 树 的 数目 。 证 明 ， 


ER = (nD RO lk De kRG-1,D, 
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44. 证明， 在 于 个 可 区 别 的 顶点 上 共有 一作 条 边 的 无 
图 图 有 


mÈ zc 06 Xa ette bi 


ho BE: feo Dae gant AJUSTES oc E 


ko 
45. 证 明 : ERG SER 个 字母 上 的 对 称 群 S。 603146 


32. Ü.ooahasfi seals, 
"LL m 

IX YXIPU LED +2jzt ee nju =n HIT ho 

46， 作 用 在 5 个 元 素 的 无 序 对 上 的 Ss 的 循环 和 等 于 什 
么 ? 在 5. 个 顶点 上 存在 多 少 个 不 同 构 的 图 ? 它们 中 多 少 个 有 
5d : 

4T. AZ aa, a E EA E— 4-8 D Et 
一 个 置换 群 六 的 循环 指标 ， HET Æ DAAA k-k 
的 作用 ， 存 在 多 少 个 轨道 ? 

48。 确 定 作用 在 (iD 顶点 上 、(i 边 上 、(iii) 面 上 和 (iv) 
面 和 顶点 上 的 空 方 体 的 旋转 的 备 环 指标 。 用 n 种 颜色 的 某 些 
颜色 对 顶点 着 色 有 和 多少 种 不 同 的 方法 ? ULT 面 呢 ? 顶点 和 
LE - 
49, EH: n AATRE 的 循环 和 是 


AORT TR TREE ed. )= oa " 
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Je Ab $0 E Jedi RES 
50, EM: SERR D AARI 8) 的 循环 指标 是 


ZG, m, mao = 1ZQG um yao 
jest a nA, 
4 


1 laz”? e did? ^7 7) n REB S 


由 20 颗 用 红 、 蓝 、 绿 着 色 的 珠子 做 成 的 手镯 有 多 少 个 ? 


51。 有 辣 红 、 蓝 和 绿色 对 王 十 二 面体 的 面 着 色 ， 每 种 颜色 
至 少 用 一 次 ， 有 多 少 御 不 同 着 色 方法 ? 
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名 


二 面体 群 


ELI 


Heesch 方法 
不 可 避免 构 形 
不 同 代表 的 集 


尤 拉 公 式 

北 拉 回路 

尤 拉 图 

尤 拉 迹 

长 

Burnside 5| Til 
分 烙 

反 链 


T 


索引 


Bipartite graph 
Dihedral group 


‘Trefoil knot 
Cubic graph 
Acyclic graph 
Subgraph 


Method of Heesch 
Unavoidable configuration 
Set of distinct representa- 
tives 

Euler's formula 

Euler circuit 

Eulerian graph 

Euler trail 

Length 

Burnside’s Lemma 
Tessellation 


Antichain 
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平凡 图 
平面 图 
正则 图 
可 平面 图 
TARIE 
电导 
电位 差 
电流 
"hg 
半径 

p e i 
A 

边 色 数 
边 空 间 
让 - 边 ~ 连 通 图 
汇 
生成 子 图 
nd 


Dehe 河 题 
Zarankiewscz 问题 
B 
并 联 
关系 子 
关联 的 
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Trivial graph 
- Plane graph 

Regular graph 

Planar graph 

Reducible configuration 
Conductance 

Potential difference 
Electrical current 
Resistance 

Radius 

Four colour problem 
Edge 

Edge chromatic number 
Edge space 
k-edge-connected graph 
Sink 

Spanning subgraph 


Convex property 


Dehn's problems 
problem of Zarankiewsez 
Closed trail 

Connection in parollel 
Relator 


Incident 


关联 矩阵 Incident matrex 


E Word 

学 问题 Word problem 
ESTE Conjugacy problem 
权 Weight 

Bud Weight function 
nac Cligue nember 

问 构 问题 Isomorphism problem 
[SESS Isomorphism graphs 
NT Factor 

EIE . Directed graph 

布 向 重 图 Directed multigraph 
有 理性 条 件 . Rationlyty condition 
EDT Free group 

当 同 物 群 Automorphism group 
自 环 Loop 

地 图 Map 

轨道 Orbit 

划分 学 Partition calculus 
多 项 式 恒 等 Polynomial identity 
多 重 边 Maltiple edge 

色 多 项 式 Chromatic polynomial 
fedi Chromatic number 
导出 子 图 Induced subgraph 
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Hajos 运算 Hajos operation 


完全 r- 部 Complele r-partite grapli 
完全 瑟瑟 Complete matehing 
完全 图 Complete graph 

完美 的 可 划分 成 正方 形 

的 正方 形 Perfect squared square 
IRI Extremal graph 
ARERR Kirchhoffs Laws 
射影 平面 Projective planc 

连通 度 Connectivity 

连通 | Connected graph 
-连通 图 k-connected graph 

块 “Block 

块 - 割 点 贸 Block-cutvertex graph 
围攻 Girth 

fpe Connection in series 
Schreier Æ Schreier system 

邻接 的 Adjacent 

Be Adjacency matrex 
EE Cocyele space 

EE Kaot 

定义 关系 Defining relation 
Amitsur füLevitzki Theorem of Amitsur and 
定理 Levitzki 


2107 


和 ppel 利 Haken 定理 Thesren of Appel aud 


Haken 
Boltoba's $1 Erdos Theorem of Do!loba's and 
定理 Erdos 


Bondy 和 Chvatal 定理 Theorem of Bondy and 
Chvatcl 


Brooks 54 Theorem of Brooks 


Dehn 定理 


3 


Theorem of Delhi 


Dibworth 定型 Theorem of Dilworth 

Dirac 定理 Theorem of Dirac 

Erdos 定理 Theorem of Ercós 

Erdos fli Stone 定型 Theorem of EÉrdós and 
Stone 

Gallai 定理 Theorem of Gallai 

Galvia fü Prikry 4:3! Theorem of Galvin and. 
Prikry 

Graham, Leeb jfi Theorem of Graham, Leeb 

Rothschild $ and Rothschild - 

Hajòs 定理 Theorem of Hajo's 

Hales 和 Jewett 定理 Theorem of Hales and 
Jewett 

Hal 定理 — Theorem of Hall 

Hindman SM Theorem of Hirdman 

.Korshunov 定理 "Theorem of Korshunov 

Kuratowski ÆW Theorem of Kuratowski 


ur 


Lovász 定理 
Menger 定理 


Theorem of Lovász 


Theorem of Menger 


Nielsen 和 SchrcicrÆ® Theorem of Nielsen and 


Petersen 定理 
Polya j£ 8 

Posa 定理 

Rado 定理 
Ramsey 定理 
Ringel 和 Youngs 


Smith 定型 
Schróder 和 Bernstei 
定理 

Thomason 定理 
Turán 定理 

Tutte 定理 
Tychonov 定理 


Schreier 

Theorem of Petersen 
Theorem of Palya 
Theorem of Posa 
Theorem of Rado 
Theorem of Ramsey 
Theorem of Ringel end 
Youngs 

Theorem of Smith 
Theorem of Schröder and 
Bernstein 

Theorem of Thomason 
Theorem of Turáa 
Theorem of Tutte 


Theorem of Tychonov 


van dre Waerden 定理 Theorem of van der 


Waerden 

Oriented graph 
Empty 

Transform 
Monochromatic set 


Vertex 


顶点 空间 
ura 
HER 
拉丁 矩形 
IM 
环流 


[ene 

图 形 和 

可 图 的 序列 
图 的 实现 

图 的 级 

图 的 阶 
Grótzsch 图 
Kneser 图 
Moore 图 
Petersen 图 
Schreier 图 解 
Cayley 图 解 
货 郎 担 问题 


Vertex space 
Configuration 

Weight of configuration 
Latin rectangle 
Topological graph 
Circulation 

Odd component 

Odd cycle 

Diameter 

County 

Graph 

Figure 

Figure sum 

Monotone class of graph 
Graphie sequence 
Realization of a graph 
Size of a graph 

Order of a graph 


* Grótzsch graph 


Kneser graph 
Moore graph 
Petersen graph 
Schreier diagram 
Cayley diagram 


Travelling salesman 
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仿效 算法 法 
孤立 顶点 

始 顶 点 

ik 

细 分 

REA 
廉价 的 生成 树 


总 电阻 
迹 

度 序列 
标准 基 

相 邻 的 
TRAGE BUR 
树 

Ds rii 
面 

星 一 三 角 变 换 
nig 
LL: 
Ir 
型 

HR 


problem 

Greedy algorithm 
Isolated vertex 
Initial vertex 
Chord 
Subdivision 

Line graph 


Economical spanning tree 


Total resistance 

Trail 

Degree sequence 
Standard basis 
Neighbouring 
Neighbouring countries 
Trec 

Ohmś law 

Face 

Star— delte transformation 
Hamiltonian graph 
Hamilton path 
Hamilton cycle 
Pattern 


Pattern sum 


Reidemeister-Schreier Reidemeister-Schreior 
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WF rewriting process 


和 独立 顶点 、 边 、 路 Independeut vertices, 
edges, paths 

独立 路 Independcat paths 

流 Flow 

CUAL Valne of flow 

Piit Amount of flow 

Wü, "uv Current 

RRR Tourrament 


r-partite graph 


liehly regular graph 


Walk 
Far 
fiut Capacity 
p Bridge 
值 域 Range 
特征 值 Eigenvalue 
密度 Density 
Li: Brokea cycle 
AES Fundamental cut 
E EUR Funda:aental cut vector 
zS] Fundamental cycle 
EZS IDEN Fundamental cycle vector 
Bi Cycle 
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图 空间 Cycle space 


ax Cyclomatic number 
?EWUR Terminal vertex 
排除 程序 Discharging procedure 
JER Distance 

域 Domain 

偏 序 集 Partially ordered set 
BA Even cycle 

Hadwiger 猜想 Madwiger's conjecture 
Heawood 猜想 Heawood's conjecture 
Tait 猜想 Tait's conjecture 
随机 龙 拉 的 Randomly Eulerian 
随机 矩阵 Stochastic matrix 

着 色 Colouring 

El Cut 

E Cut vertex 

USE Cut vector 

E EA Cut space 

联 Join 

超 图 Hypergraph 

HEF Ultrafilter 

森林 Forest 

REJM Handshaking lamma 


最 大 流 最 小 割 定理 Max- flow min-cuttheorem 
270 * 


JE 
EXE 

Jg AERE 
xd 
Ramsey f& 
强 正则 图 
循环 和 

链 

Kempe 链 


T 
AMTARE 


路 ，x。 -路 
群 的 表示 
EMRA 
篇 单 变换 


端 块 


影 
整 此 定理 
Lr 


Minimum degree 
Maximum degree 
Collapsed adjacency matrix 
Cycles of permatation 
Ramsey set 

Stongly regular graph 
Sycie sum 

Chaia 

Kempe chain 


Source 

Filter 

Forbidden subgraph 
Problem 

Path,x,-Path 
Presentation of groups 
Principle of superposition 


Simple transform 


Endvertex 
Endblock 


Shadow 
Integrality theorem 


Cover 


ab 
A-A((G) 
AutG 
5c(G) 
B-B(6) 
elx, y) 
C.) 
Ci) 

C 
diamG 
d(x) = de(x) 
bs, y) 
e-e(G) 
E-E(G) 
E^ 
exin F) 
F(a} 

G 

IC 
G—L' 
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ic 


号 


3& sl 


有 向 边 
E337 
RITE 
3R— SLATE 
关联 矩阵 
顶点 空间 
过 空间 
长 为 1 的 光 
LE 

度 

HB 

图 的 级 
边 集 

空 图 

极 图 级 

图 

图 的 阶 
un S ER 


Gon RTII 


GF DEA K ILES 
Gexy DS TEE 
[e a WS 
Gym n Rm RA 
Ga msn) UNS 
GH ba 
G+H .O- 
GUH 并 
AG) ES; EEJCE: 
DE 完全 图 
Kíp, = Kes ZATRE 
KG sn) ”完全 r- 部 图 
K0) 完全 -部 图 
Cmn) 集 {msm+ 1， sm) 
Me 可 数 无 限 子 集 
MU 有 限 子 集 
N 轨道 数 
o(),060 BEW 
[SMS {L2 ek} 
Pu(x) f SUR 
p 长 为 ! 的 路 
pU HE 
«D 奇 分 支 数 
radC 的 半径 


. 279° 


RG) 

ti (n) 

T, an) 

TG 

UG) 

V= (0) 

uf) 

wf ui) w OO,) 
Xe 

Lz] 

Fz] 
z(m,n,s,0) 
Z(G) 

Zü 0,90 
Za ya) 
B.C) 
Tx) = Tel%) 
G(G) 

4G) 

(G) 

AG» 

x» 

PACCO 

Xv 
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G 的 实现 
Tur&n 的 级 
Turán 图 
拓扑 图 

FE 

余 轿 空间 

页 点 集 
流 的 值 

权 
r- 元 组 的 集 
BOE 
最 小 整数 之 = 
Zarankiewicz 数 
图 空间 

循环 指数 
循环 和 
Hon 
WET c 的 顶点 的 集 
最 小 度 
BAIE 
连通 度 
i-re 
fk 
出 面 的 色 数 


